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摘要!在扭振法转动惯量测量中通常忽略系统阻尼对计算结果的影响&从而导致测量误差&针对此问题提出了一种融合视觉

检测技术和扭振法基本原理的刚体转动惯量测量方法$该方法通过高帧率的工业相机捕获被测物体的扭振轨迹图像&经过高斯模

糊'二值化和
?O44

S

边缘算法等处理后提取出图像特征&根据物像坐标转换关系计算每帧图像对应被测物的扭摆角
)

&得到扭摆

角
j

时间曲线$由该曲线得到扭振周期
(

和阻尼比
*

&再根据转动惯量与扭振周期'阻尼比之间的数学模型&最终得到被测刚体

的转动惯量值$实验结果表明&该方法能够准确识别扭振阻尼&实现转动惯量的精确测量&在
#
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引言

转动惯量是表征刚体转动惯性大小的特征量&与质量'

质心'惯性积等参数共同构成了刚体的质量特性参数%转

动惯量是航天飞行器'航空器'汽车'机器人等装备进行

姿态控制'运动学分析的重要设计参数&凡涉及到转动行

为的装备一般都需要通过惯性参数的测试来验证它们的转

动性能以及质量布局设计的合理性(

&(

)

%

实际工程中&多采用复摆法(

.-

)

'多线摆法(

%,

)和扭摆

法(

'&#

)等来实现刚体转动惯量的测量&这类方法统称为谐振

法 !

0M36KKO86L4XE8ILP

"%它们的基本原理都是通过振动传

感器记录谐振运动&并计算出谐振运动的周期&利用被测

刚体绕中心轴的转动惯量与运动周期的平方成正比来计算

转动惯量的值%目前来说&扭摆法因其安全性好'测量精

度高等优势&已被更多的应用于诸如卫星(

&&

)

'弹箭(

&"&$

)等
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高技术装备的惯性参数的测试中%

针对扭摆法转动惯量测量技术&国内外学者都展开了

丰富的研究&总的来说目前国内外转动惯量测量技术的研

究多聚焦于扭振运动阻尼作用及其补偿技术'质量特性多

参数融合测量方法等方面%例如&在国内&穆继亮(

&(

)等人

研究了扭摆运动过程中线性内阻尼对转动惯量测量的影响$

郭志荣(

&.

)等人则研究了空气阻尼对复杂外形物体转动惯量

测量的影响$

GIOL

(

&-

)等人则研究了扭摆运动的非线性阻尼

作用&提出了补偿方法$

:E4

F

(

&%

)等人针对微小卫星的质量

特性参数一体化测量进行了研究&研制测量设备$王超(

&,

)

'

边志强(

&'

)等人则对某型弹箭的质量特性参数融合测量技术

方案进行了研究%在国外&

>NO43O86

(

"#

)等开发了一套针对于

大尺寸大惯量装备的惯性参数一体化测量系统&该系统采

用
$

个增量式编码器和扭振测量单元能够实现静态或动态

地测定大型物体的惯性参数&并给出了一辆汽车的惯性特

性测量实例$

0KXEPL

(

&#

)等人也基于扭摆法原理研究了机器

人的质量特性参数实验测试方法&研制了一套扭振测试平

台$

;NER6O86

(

"&

)等人也针对大质量物体的惯性参数测量研制

了类似的一体化测量设备&并通过数值方法分析了设备结

构变形对惯性参数测量的影响%

目前转动惯量测量系统中扭振运动的记录方法的研究

很少被关注&然而扭振运动的准确记录是实现惯性参数精

确测量的前提%在精度要求不高的场合&常常采用光电开

关(

""

)

'惯性传感器(

"$

)等实现扭振运动参数的识别%在高精

度测量系统中&为了精确识别扭摆运动的阻尼&转动惯量

测量系统往往需要装备高精度的振动测量传感器&例如光

栅位移传感器等&这不仅增加了系统的复杂性&也大大增

加了系统的成本%由工业相机'镜头以及光源等构成的视

觉测量系统具有精度高'成本低的特点&已被广泛应用于

尺寸测量'缺陷检测等领域(

"("%

)

%视觉测量技术同样适用

于振动位移的检测&为了兼顾成本和精度&本文将视觉测

量技术应用到刚体转动惯量的测量中&利用它对测量台运

动过程中的扭摆角度进行定时记录&最终得到扭振运动曲

线%这种方法在精确测定出扭振运动周期的同时还可以完

整记录扭振运动的振幅衰减过程&通过数值分析得到扭振

运动的阻尼参数%利用该阻尼参数和扭振运动周期来精确

计算被测物体的转动惯量&有效解决阻尼对转动惯量测量

的影响%
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!

扭摆法原理

典型的扭摆法转动惯量测量台的结构如图
&

所示&其

核心部件是驱动扭摆运动的弹性元件&例如扭簧'扭杆等%

测量时&将被测物体安装至载物台上&被测物体在弹

性元件初始势能的作用下绕中心转轴进行往复扭摆运动&

其运动过程受到来自空气摩擦阻力'轴承摩擦阻力等阻尼

作用的影响%若不考虑阻尼的作用&转动惯量的测量将产

生较大的误差%

根据阻尼状态下物体扭摆运动的力学分析可知&扭摆

图
&

!

扭摆系统原理图

角
)

与时间
9

存在如下关系*
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式中&

)

#

为初始摆角&

*

为扭振系统的阻尼比&

$

*

为无阻

尼振动频率%根据式 !

&

"可知扭摆曲线将以指数形式

衰减%

转动惯量的计算公式为*
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+

A

!

"

+

"

"

!

&

I

*

"

"

(

8

"

!

"

"

式中&

A

为弹性元件的刚度系数&可由实验标定得到%

*

为

扭振系统的阻尼比&

(

8

为有阻尼扭摆振动周期%

若已知被测物体的扭摆运动曲线如图
"

所示&假设曲

线上升 !或下降"零点为
(

3

&扭摆角的极大值为
)

3

&其中
3

m#

&

&

&

"

&2&

*

&则阻尼比
*

和有阻尼振动周期
(

8

可通过

如下公式求解*
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+
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图
"

!

扭摆运动曲线示意图

因此&为了精确测量被测刚体的转动惯量&需要准确

记录扭摆台的扭振运动曲线%本文采用视觉测量方法来记

录扭振运动%

D

!

视觉测量原理

DCB

!

坐标系定义与转换

根据相机小孔成像模型可知&成像面上的每一个像点

都对应于视野范围内的一个物点&因此根据图像处理后得

到的像点位置变化可推知其实际运动轨迹&为建立两者的

!
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关系模型&引入如下
(

个坐标系&如图
$

所示%

图
$

!

视觉测量坐标系示意图

&

"世界坐标系
"

F

jL

F

M

F

N

F

&是客观三维世界的绝对

坐标系%该坐标系原点
"

F

被相机光轴经过&而
L

F

轴与经

过载物圆盘中心且垂直于其表面的直线重合$

"

"相机坐标系
"

V

jL

V

M

V

N

V

&以相机光心
"

V

为原点&

L

V

和
M

V

轴分别与世界坐标系的
L

F

和
M

F

轴平行&且正方

向一致&

N

V

轴与光轴重合$

$

"像平面坐标系
"

3

jL

3

M

3

&原点
"

3

为光轴与像面的

交点&即图像的中心点&

L

3

和
M

3

轴分别与世界坐标系的

L

F

和
M

F

轴平行&且正方向一致$

(

"像素坐标系
"

#

j\X

&原点
"

#

位于图像的一角&该

坐标系没有物理单位&表示图像中像素的排列情况&

\

和
X

轴分别与图像两边平行&正方向与像平面坐标系中
L

3

轴和

M

3

轴一致%

设图中物距即物点与相机光心连线在光轴上投影的长

度为
\

%镜头的焦距为
)

%

记某一物点
P

的世界坐标为 !

D

F

&

K

F

&

O

F

"&其分别对

应相机坐标为 !

D
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V

"&像平面坐标为 !

D
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"&像
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"%根据上述
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个坐标系的关系可知*
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转化关系式为*
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根据相机小孔成像模型和三角形相似定理可知&相机

坐标 !

D

V
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"与像平面坐标 !
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"存在如下关系*
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设像素坐标系原点
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的坐标为 !
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"&而单一像素

块沿
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轴和
M

轴的长度分别为
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可分别由

相机分辨率计算得到%则像平面坐标 !
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联合公式 !
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D

F

K

F

,

-

.

/

#

&

!

,

"

!!

即*

D

F

+

\

!

]

I

]

#

"

8

D

)

K

F

+

\

!

E

I

E

#

"

8

K

3

4

5

)

!

'

"

DCD

!

扭振运动角位移曲线的记录

为了能够及时记录扭振运动的角位移&本文采用如图
(

所示的黑白格标记物%将该标记物粘贴到扭摆测量台载物

盘的边缘&使得黑白格分界线与扭摆台中心轴线平行&也

即与世界坐标系
L

F

轴相平行%测量时&利用视觉系统对标

记物进行摄像得到检测视频%对视频中每一帧图像进行处

理&提取出标记物黑白格分界线的中心点&该点在图像中

的位置变化直接反映了扭振运动的角位移变化%

图
(

!

扭振运动角位移追踪标记物示意图

为求得扭振运动角位移
)

&以载物圆盘圆心为原点
"

&

建立二维坐标系
"jLM

&如图
.

所示%其中
K

轴穿过镜头

光心
"

V

&且与像平面交于中心点
"

3

%平面
L"M

与载物圆盘

表面平行%

图
.

!

扭摆角计算示意图

圆
"

为转动惯量测量台投影于坐标系得到的圆&其半

径为
;

%圆
"

的直线方程为*

D

"

-

K

"

+

;

"

!

&#

"

!!

由图
.

坐标关系示意图可以看出&载物圆盘的标记物

在像面上的成像表现为右半部分为纯黑色矩形&左半部分

!
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#

为纯白色矩形%其中黑色与白色的交界线便是后续图像操

作需要捕获的特征线%

记特征线中心点投影在二维平面坐标系中的坐标为
P

!

D

&

K

"&则 !

P̂]

&

;h2h*

"为该点对应于相面中的投影&

2

&

*

的定义如图
.

所示%而
P4

!

D

F

&

;

"为
P

!

D

&

K

"和

P̂

!

]

&

;h2h*

"所在直线与像面的交点%将图像处理后

的像点
P̂

!

]

&

;h2h*

"进行坐标转换得到物点
P4

的坐标

为 !

D

F

&

;

"%

P̂

与
P4

的坐标转换关系满足公式 !

'

"%

已知镜头光心坐标为
"

V

!

#

&

2h;

"%其中
2

即该点物

距&可由实验测量得到%因此
P4"

V

直线方程为*

K

+

K

F

I

K

&

D

F

D

-

2

-

;

!

&&

"

!!

联立方程 !

&#

"和 !

&&

"得到直线
P4"

V

与外圆
"

的交

点&其中远离光心
"

V

的交点不符合实际&予以舍弃&从而

筛选出实际物点坐标
P

!

D

&

K

"%

因此根据
P

!

D

&

K

"'

"

!

#

&

#

"和
"

F

!

#

&

;

"三点坐

标&可计算扭摆角
)

&计算公式如下*

)+

ON3V60

D

-

K

;

; D

"

-

K槡! "

"

!

&"

"

!!

规定实际物点横坐标值为负时扭摆角
)

为负&反之为

正%结合每帧图像的拍摄时间最终得到大量 !

9

&

)

"数据

组&用平滑曲线连接即得扭摆曲线%

DCE

!

图像预处理

由前文可知&为求取扭摆角度需要捕获像面特征线的

坐标%为减小软件处理过程中可能存在的误差&后续图像

预处理操作旨在捕获图像信息中白色部分轮廓&而后返回

白色轮廓右边即特征线的横坐标%

图
-

!

系统捕获实物图

为得到受噪音影响小&被测物特征更加明显的图像&

需对采集得到的数字图像进行预处理操作%图像预处理手

段主要为高斯模糊'二值化'形态学操作及
?O44

S

边缘

处理%

先将得到的图像信息转换为灰度图%由于人眼会对三

原色会表现出不同程度的敏感&因此为降低人眼偏差&需

对图像信息进行灰度化处理&即对原有像素值求取加权平

均化处理%即*

1;=

K

+

#=.,%1

-

#="''J

-

#=&&(Z

!

&$

"

式中&

1;=

K

指灰度图中某点对应的像素值&

1

'

J

'

Z

为原

三通道图像中的各像素分量值%

高斯模糊即为用高斯分布权值矩阵与原始图像矩阵做

卷积运算&将结果作为当前像素的新值&有利于过滤噪音%

为便于后续操作&消除图像信息中可能存在的边缘阴

影等无用信息及保留和突出被测物主体轮廓特征&需对图

像进行二值化处理%二值化处理包括固定阈值处理法'最

大类间方差法'迭代阈值'

>

参数法%此处采用固定阈值

法&即在原图像的基础上按照某一阈值&得到像素值只为
#

或
"..

的图像%

形态学操作是根据图像形状进行的简单操作&如膨胀'

腐蚀'开操作和闭操作&该操作需要获取结构化元素%利

用开操作可以有效去除二值图像中的干扰块&且不明显改

变原有主体边界%

运用轮廓信息&可以快速得到被测物的周长'面积等

客观特征%因此边缘算子的选择至关重要%此处选用计算

量大&但捕获边缘性能强'错误率低的
?O44

S

算子%

?O44

S

边缘处理即多级边缘检测算法&用于尽可能多地标识出图

像的实际边缘%如图
%

为经过图像预处理后得到的实际效

果图%

图
%

!

?O44

S

算法处理图

DCI

!

特征线提取

由前述可知&特征线即为图像预处理后的轮廓右边%

因此需软件处理轮廓信息以输出右边坐标%为避免实验环

境对轮廓捕获的影响&首先利用
@O8

定义一个
C01

矩形&

使得轮廓位置始终处于其中&同时外界的无用信息尽量最

少被包括%

而后&运用
T64P3L48LJNM

!"函数在
C01

切割后的图像

中对轮廓进行捕获%得到金属载物圆盘标记物白色矩形轮

廓后&调用
6XMILZ

!"函数同时展示原图像和处理得到的

边缘图像&运用
PNOZ?L48LJNM

!"函数在原图像的窗口上

画出轮廓&观察发现&捕获得到的轮廓与原图像白色部分

边缘基本重合&证明处理后得到的轮廓具有较高准确度%

为输出特征线坐标&运用
X64<NEOCE38

!"函数将轮廓

点集矢量化为点集的最小外接矩形%而后输出矩形右宽上

点的横坐标的平均值%将得到的横坐标数据代入前文所建

立的二维模型&即可求得扭摆角%最后将得到的待测物扭

摆角关于视频帧数的数据集输出&算法流程图如图
,

所示%

E

!

测量实验

ECB

!

测量系统

根据本实验的测量原理&设计基于机器视觉和扭摆法

原理的转动惯量测量系统如图
'

所示%其中扭摆台用于产

生扭振运动&黑色载物台侧面放置有白色直线标签%利用

!
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#

图
,

!

扭摆角输出流程图

高分辨率低畸变工业相机捕获标记线的摆动位置&并将图

像信息上传至上位机%最后在上位机完成图像处理和转动

惯量的计算%

图
'

!

实验测量系统示意图

本系统采用工业相机对物体的运动状态进行捕捉%由

于在识别过程中对相机的传输速率和动态图像分辨率有一

定要求&因此选择帧率为
"&&

帧-
M

'分辨率为
&",#

#

&#"(

的相机进行实验%

实验测量时&调节扭摆台底座使其处于水平状态&并

调整工业相机的支架高度使镜头中心正对直线标签&确保

相机视野清晰%由于扭摆台自身具有一定质量&即存在空

载转动惯量&因此实验首先对空载时的转动惯量进行了测

量&以下实验结果均已减去空载转动惯量%每次测量将被

测物体对称放置在载物圆盘的中心轴线上&使其发生扭振

运动&利用相机拍摄和记录直线标记的位置%

在测量系统上&与采用气浮轴承减小转动惯量测量过

程中的阻尼方法(

",

)相比&本实验的测量成本低&系统构成

也更为简单$而与采用光电计数装置进行扭摆形态的捕获

相比&利用高帧率的工业相机使系统具有更高的时间分辨

率&能够获取精确的扭摆角数据&从而实现高精度转动惯

量测量%

ECD

!

测量结果

$="=&

!

重复性测量实验

对于质量均匀的实心圆柱标准件&其质量为
2m

#=.&#5

F

&直径为
'm#=#,,X

%根据圆柱体转动惯量定

义式*

B

#

+

&

,

2'

"

!

&(

"

!!

计算可得其绕中心轴线的转动惯量为
('=',#b&#

j.

5

F

#

X

"

&以该值为测量的相对真值%

采用本文搭建的转动惯量测量系统对上述标准件进行

实验&经坐标转换和图像处理后得到的扭摆曲线如图
&#

所

示%根据公式 !

$

" !

(

"可计算得到周期
(

为
#=,,.M

&阻

尼比
*

为
#=#&($

%因此根据公式 !

"

"的计算结果减去空载

值后&得被测转动惯量测量值为
(,=',%b&#

j.

5

F

#

X

"

%

图
&#

!

标准件扭摆曲线

为验证测量的重复性&在相同的实验条件下对
&#

个不同

质量的标准件分别进行了
&#

次测量实验&结果如图
&&

所示%

其中单次测量的最大误差的绝对值为*

"=.&$%b&#

j.

5

F

#

X

"

%

计算每个标准件
&#

次测量结果的平均值6

B

和标准差
+

&

并和转动惯量相对真值
B

#

比较得到绝对误差
&

&结果如表

&

所示%

表
&

!

多个标准件重复性实验结果

标准件

转动惯量真值

B

#

b&#

j.

-

5

F

#

X

"

测量平均值

Bb&#

j.

-

5

F

#

X

"

绝对误差

.

b&#

j-

-

5

F

#

X

"

标准差

+

b&#

j.

& ('!',# ('!-.$ $!"%# &!#$("

" &&"!"$& &&$!"". '!'(- &!((%.

$ &-$!&,( &-"!$(% ,!$-( &!.-,(

( &'%!,($ &',!"', (!... #!'(&(

. "..!(&, "..!&-- "!."# &!"(,"

- $#"!'%. $#$!(.# (!%.. &!--#%

% $(,!$-- $(,!.., &!'"' &!$",(

, (&&!#"' (&#!"", ,!##& &!%',,

' (.-!,"" (.-!%-' #!."" &!#,&(

&# (',!%$% (''!,$- &!#'' &!-#,'

绘制
&#

次实验的绝对误差
&

和标准差
+

折线图如图
&"

!
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#

图
&&

!

多个标准件转动惯量测量结果

所示%

图
&"

!

绝对误差和标准差折线图

实验结果表明&本文所采用的转动惯量测量系统精度

高&

&#

次测量结果的平均值相对于真值的绝对误差不超过

&=##b&#

j.

5

F

#

X

"

$在重复性上&多次实验的测量结果波

动幅度小&且基本稳定在相对真值附近&其标准差不大于

&=,#b&#

j.

5

F

#

X

"

%

与其他测量方法相比较&同样是针对微小物体进行转

动惯量的测量&文献 (

"'

)基于复摆法原理&利用光电计

时模块获得复摆周期从而计算刚体转动惯量&其测量精度

为
&=#̀

&重复性精度为
&=#̀

%文献 (

$#

)基于悬挂法和

复摆法&利用图像分析得到的转动惯量相对误差可控制在

"̀

以内%而本实验基于扭摆法原理&利用高分辨率工业相

机捕获扭摆运动&并对测量过程中的阻尼误差进行补偿&

在
#j.b&#

j$

5

F

#

X

" 范围内&单次测量误差小于量程的

#=.#̀

&重复性精度则优于
#=(#̀

&有效证明了该方法的

准确性和可行性&为工程上应用机器视觉技术测量刚体转

动惯量提供了新思路%

$="="

!

阻尼对转动惯量测量的影响

本实验系统采用机械轴承来支撑回转轴&扭振运动过

程中受到机械摩擦阻尼的影响较大%为了研究阻尼作用对

扭摆法转动惯量测量结果的影响&对
&#

个不同转动惯量'

不同外形特点的不规则被测物体进行实验测试&对比考虑

阻尼比前后的计算结果&如表
"

所示%

表
"

!

阻尼比对转动惯量的影响

被测物

体编号
阻尼比

考虑阻尼比转动

惯量测量值
B

-

5

F

#

X

"

忽略阻尼比转动

惯量计算值
Bq

-

5

F

#

X

"

相对偏差

-

`

& #!#&"( $!,-%"b&#

j.

$!,-%,b&#

j.

#!#&..

" #!#&$#

,!##.'b&#

j.

,!##%$b&#

j.

#!#&%.

$ #!#&($ &!-(($b&#

j(

&!-((-b&#

j(

#!#"#%

( #!#&-#

$!("..b&#

j(

$!("-$b&#

j(

#!#".%

. #!#&%$ %!'"-(b&#

j(

%!'",,b&#

j(

#!#"',

- #!#"-"

&!.-&#b&#

j$

&!.-"&b&#

j$

#!#-,'

% #!#$%% $!#('"b&#

j$

$!#.$.b&#

j$

#!&("-

, #!#(..

(!.$.(b&#

j$

(!.((,b&#

j$

#!"#%#

' #!#.&' .!(#(#b&#

j$

.!(&,-b&#

j$

#!"%#(

&# #!#.,'

-!'(%&b&#

j$

-!'%&$b&#

j$

#!$(,-

根据表
$

结果&在同一坐标系下绘制
&#

种被测物分别

在考虑阻尼比和忽略阻尼比情况下的相对偏差折线图如图

&$

所示%

图
&$

!

考虑阻尼比前后相对偏差折线图

根据上述测量结果和图
&$

可知&被测物体的转动惯量

越大&忽略阻尼比导致的相对偏差也越大&结合公式 !

"

"&

当阻尼比超过
#="

时&忽略阻尼比导致的相对偏差将超

过
(̀

%

因此&实际应用扭摆法对大转动惯量刚体进行测量时&

阻尼比的准确获取尤为重要&而本文所述的测量方法通过

精确测量阻尼比对转动惯量值进行修正&提高了测量精度%

I

!

结束语

本文提出基于机器视觉和扭摆法原理的刚体转动惯量

测量技术&对物体进行实验测量分析以验证此技术的可行

性&并在此基础上研究阻尼比在测量过程中对实验数据的

影响并得到如下结论*

&

"本文给出了大阻尼条件下物体转动惯量的计算公

!
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!!!

#

式&精确表达了阻尼比对物体转动惯量测量值的影响%结

合机器视觉的方法&得到了被测物的扭摆运动曲线进而求

取相关数据%

"

"本文提出的转动惯量测量技术&经实验验证测量准

确性高&误差较小&

&#

次测量平均值的绝对误差不超过

&=##b&#

j.

5

F

#

X

"

&且基于扭摆法使用低成本普通轴承的

实验&更大大降低了测量成本%

$

"实验中通过对同一物体进行多种重复实验&各组数

据的标准差小于
&=,#b&#

j.

5

F

#

X

"

&验证了系统实验的可

重复性%

(

"对实验数据分析中&发现在不考虑阻尼比情况下&

物体转动惯量测量值的相对偏差将随着被测物转动惯量的

增大而增加%
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