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基于犇分解的分数阶犘犐犇控制器的

图形化参数整定

陈思溢，牛　旭
（湘潭大学 自动化与电子信息学院，湖南 湘潭　４１１１０５）

摘要：针对二自由度分数阶ＰＩＤ控制器设计的参数多，结构复杂等复杂问题，提出了一种基于Ｄ分解法和主导极点配置的

新型参数整定方法；其基本原理首先基于动态响应指标约束进行主导极点配置，在确保闭环系统的响应特性良好的条件下确定系

统超调量和调节时间，由此经过转换得到未知参数之间的函数关系；其次，使用Ｄ分解法，将未知参数在不影响的控制性能的条

件下由多减少，再由相关参数取得系统性能稳定的参数域中优化，最后以差分进化算法为导向，以两种方法取得的相关约束条件

为指标取得最优控制器参数，在确保所选极点的优势下使所设计的控制器达到理想的控制性能；最终，将所设计的控制器通过应

用在整数阶和分数阶被控对象上，使用仿真验证新方法的鲁棒性和快速性，同时也表现了新方法的有效性和实用性。

关键词：参数整定；主导极点配置；分数阶；Ｄ分解；差分进化算法
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０　引言

分数阶微积分起源于三百多年前，分数阶和整数阶相

比能更精确地描述实际对象。鉴于分数阶理论的优越性，

近年来对分数阶控制系统的研究愈发成为一个热点课题。

特别是对分数阶控制器研究，１９９８年Ｉ．Ｐｏｄｌｕｂｎｙ教授提出

的分数阶ＰＩλＤμ控制器作为经典控制器模型已成为最近分数

阶领域的研究重点［１］。对于分数阶ＰＩλＤμ 控制器的参数整

定，取得的成果主要有：图解设计法、智能优化算法、解

析设计法、Ｄ分解法等。此外，极点配置在控制系统设计

的瞬态响应和鲁棒性等性能方面具有重要作用。文献 ［２］

采用参数空间法讨论利用分数阶ＰＩλ控制器实现时滞系统极

点配置问题。Ｄ分解法最早引入自动控制系统分析过程中

是有Ｌａｎｚｋｒｏｎ等人在１９５９年提出
［３］。文献 ［４］利用Ｄ分

解法精确地确定不确定系统的控制器参数区间范围。文献

［５］运用 Ｄ分解法分别描述了 ＰＤ／ＰＤμ 控制器在 （犓狆，

犓犱）平面上的分数阶时滞系统的鲁棒稳定区域。文献 ［６

７］利用Ｄ分解法求解闭环系统的渐进稳定性问题，在此基

础上确定参数空间中稳定域边界的解析表达式，并且研究

了线性分数阶系统和线性参数相关情况下的Ｄ分解方法。

文献 ［８］应用Ｄ分解法和值集的几何结构提出了一种有效

的算法来计算带时滞的区间对象的鲁棒性区域。文献 ［９］

提出了一种确定满足给定 Ｈ∞优化标准的ＰＩＤ控制器的方

法。该方法使用Ｄ分解的概念确定值集的边界，通过取区

间交集来直观地描述满足要求的控制器参数范围。文献

［１０］通过Ｄ分解法解决低阶控制器控制高阶或时滞系统的

问题。文献 ［１１］使用Ｄ分解法求解闭环倒立摆系统的渐

进稳定问题，同时文中还研究了线性分数阶系统和线性参
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数相关情况下的Ｄ分解方法。

本文提出了一种利用Ｄ分解法进行主导极点配置的分

数阶ＰＩＤ控制器设计方法。其基本思想是基于动态响应指

标约束来进行主导极点配置，由此可以得到分数阶控制器

参数犓狆，犓犻关于犓犱，α，β的线性函数，固定参数β后，就只

有犓狆和α两个自由参数。Ｄ分解法用来确定犓犱和α，从而

确保所选极点的优势。在此过程中，引入差分进化算法作

为媒介，确定参数的稳定区域，从而使得分数阶ＰＩＤ控制

器达到理想的系统控制性能。

１　控制系统结构

２ＤＯＦＰＩＤ的概念最早由 Ｈｏｒｏｗｉｔｚ在１９６３年提出的，

和传统的１ＤＯＦＰＩＤ相比，它较好地实现了抑制扰动和快速

响应设定值变化二者之间的均衡。从本质上讲，一般情况

下的单输入单输出系统理应是一个兼有设定值和扰动信号

双输入且单输出的系统，使用ＰＩＤ控制器去控制双输入系

统，本该使系统的两路性能均达到最优，然而在大部分情

况下此二者不可兼得。而２ＤＯＦＰＩＤ正好能较好解决这一问

题，它通过引进一组无关误差的参数，使用犓狆，犓犻，犓犱去进

行扰动的抑制，再利用权重系数α，β去调整输出。

考虑如图１所示的采用二自由度分数阶ＰＩＤ控制策略

的闭环控制系统，犘（狊）为被控对象，犆１（狊）为采用分数阶

ＰＩＤ控制策略的主控制器，犆２（狊）为采用不完全微分控制策

略的反馈补偿控制器，它们的传递函数形式如式 （１）～

（３）所示：

犘（狊）＝
∏

犽

犼＝０
（狊狏犼 ＋狀犼）

狊狏０∏
犾

犻＝０
（狊狏犻 ＋狆犻）

（１）

犆１（狊）＝犓狆狊＋
犓犻

狊β
＋犓犱狊

α （２）

犆２（狊）＝
犓犱狊

α

犜犱狊
α
＋１

（３）

图１　控制系统结构

式中，狏０，狏犻，狏犼 为控制对象中的分数阶阶次，狆犻，狀犼 为常数。

犓狆，犓犻，犓犱为控制器的比例、积分和微分增益，α，β为控制器

中的分数阶阶次，犜犱 为滤波时间常数。

将图１转化为具有单位负反馈形式的控制系统结构，

如图２所示。其中：

犘犿（狊）＝
犘（狊）

１＋犆２（狊）犘（狊）
（４）

　　结合式 （２）和 （４），可得出图２所示的控制系统的闭

环传递函数如式 （５）所示：

犌（狊）＝
犖（狊）

犇（狊）
＝

犆１犘犿（狊）

１＋犆１（狊）犘犿（狊）
（５）

式中：

图２　具有单位负反馈形式的控制系统结构

犖（狊）＝ （犓狆＋犓犻狊
－β＋犓犱狊

α）（犜犱狊
α
＋１）

犇（狊）＝ （犜犱狊
α
＋１）犓狆＋（犜犱狊

α－β＋狊
－β）犓犻＋

（犜犱狊
２α
＋２狊

α）犓犱＋
犜犱狊

α
＋１

犘（狊）

２　基于动态响应指标约束的主导极点配置

令狊＝σ犱±犼ω犱 为系统的闭环主导极点，即闭环特征多

项式犇（狊）的根。考虑到闭环系统的响应特性主要由主导极

点确定，可根据闭环主导极点得到式 （５）的近似闭环传递

函数，如式 （６）：

犌′（狊）＝
１

（狊－σ犱＋犼ω犱）（狊－σ犱－犼ω犱）
＝

１

狊２－２σ犱狊＋σ
２
犱＋ω

２
犱

（６）

　　考虑如式 （７）的典型二阶系统闭环传递函数：

Φ（狊）＝
ω
２
狀

狊２＋２ζω狀狊＋ω
２
狀

（７）

式中，ζ为阻尼系数，ω狀为振荡角频率。由式 （７）可得出二

阶系统的动态响应指标，如式 （８）：

δ％ ＝犲
－πζ／ １－ζ槡

２

×１００％，狋狊＝３／（ζω狀） （８）

式中，δ％为最大超调量，狋狊为调节时间。令式 （６）和 （７）

中各项分别相等，可得：

σ
２
犱＋ω

２
犱 ＝ω

２
狀 ＝１

－２σ犱 ＝２ζω｛
狀

（９）

　　联立式 （８）和 （９），则可通过预设定δ％和狋狊 解出期

望闭环主导极点的位置。

将狊＝σ犱±犼ω犱代入闭环特征多项式犇（狊），并分别取其

实部和虚部，可得关于犓狆，犓犻，犓犱 和α，β的多项式方程组如

式 （１０）：

犃１犓狆＋犅１犓犻＋犆１犓犱 ＝犇１

犃２犓狆＋犅２犓犻＋犆２犓犱 ＝犇２ （１０）

式中，

犃１＝犜犱Ω
α
２

ｃｏｓ（αθ）＋１，犃２＝犜犱Ω
α
２

ｓｉｎ（αθ）

犅１＝犜犱Ω
α－β
２

ｃｏｓ（（α－β）θ）＋Ω
－

β
２

ｃｏｓ（βθ）

犅２＝犜犱Ω
α－β
２

ｓｉｎ（（α－β）θ）－Ω
－

β
２

ｓｉｎ（βθ）

犆１＝犜犱Ω
αｃｏｓ（２αθ）＋２Ω

α
２

ｃｏｓ（αθ）

犆２＝犜犱Ω
αｓｉｎ（２αθ）＋２Ω

α
２

ｓｉｎ（αθ）

犇１＝－Ｒｅ
犜犱（σ犱＋犼ω犱）

α
＋１

犘（σ犱＋犼ω犱［ ］）
，

犇２＝－Ｉｍ
犜犱（σ犱＋犼ω犱）

α
＋１

犘（σ犱＋犼ω犱［ ］）

Ω＝σ
２
犱＋ω

２
犱，θ＝ａｒｃｔａｎ（ω犱／σ犱）

　　求解式 （１０），犓狆 和犓犻可通过犓犱，α，β描述得出，如式

（１１）：
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犓狆 ＝
犅１犆２－犅２犆１
犃１犅２－犃２犅１

犓犱＋
犅２犇１－犅１犇２
犃１犅２－犃２犅１

＝犝１犓犱＋犞１

犓犻＝
犃２犆１－犃１犆２
犃１犅２－犃２犅１

犓犱＋
犃１犇２－犃２犇１
犃１犅２－犃２犅１

＝犝２犓犱＋犞２

（１１）

３　基于犇分解的控制器参数区域化

３１　犇分解思想

经过上一节对闭环极点配置的研究，闭环系统的主导

极点可被配置在图３中由 ‘×’号所标识的位置，但若有

其余极点同样位于图３中虚轴左侧且阴影部分右侧的位置，

该对共轭极点则不是主导极点，系统的主要响应性能就无

法由它得到确定。

本文采用Ｄ分解评估期望闭环极点为主导极点的真实

性，它的思想如下。考虑闭环系统的稳定性，以复平面中

的虚轴为界，若存在极点在其右侧，则该系统不稳定。选

取控制器参数犓狆，犓犻，犓犱，α，β，使闭环特征方程包含犽个位

于右半复平面的不稳定根，则定义控制器参数的变化区域

为犱（犽）。控制器参数的变化区间可由此被划分成多个子

域，其中每个都对应了固定个数位于右半复平面的不稳定

根。若能寻找到一子域犱（０），则由对应的控制器参数构造

得到的系统的闭环极点全部位于左半复平面，即该系统为

稳定系统。

图３　闭环主导极点示意图

将Ｄ分解思想中的判别边界由虚轴替换为图３与实轴

相交于犿σ犱的虚线，其中犿≥５表示系统的其余闭环极点与

虚轴的距离至少５倍于主导极点与虚轴的距离。考虑此情

形，在配置好期望极点的前提下，通过Ｄ分解评估得出对

应控制器参数的子域为犱（２），则认为该极点为主导极点。

３２　控制器参数区域化

改进后的 Ｄ分解方法中的边界性条件可由以下两点

实现：

１）犇（０）＝０，说明闭环特征多项式犇（狊）中不包含常数

项，如式 （１２）。

２）犇（犿σ犱＋犼ω）＝０，其中ω∈（－∞，＋∞），由它即可

确定图３中虚线所示的判别边界。

犇（０）＝犓狆＋
１

犘（０）
＝犝１犓犱＋犞１＋

１

犘（０）
＝０ （１２）

　　求解式 （１２），可将犓犱 用式 （１３）描述：

犓犱 ＝－
１

犝１

犞１＋
１

犘（０（ ）） （１３）

　　由犇（犿σ犱＋犼ω）＝０，并代入式 （１１）消去其中的犓狆和

犓犻，则有：

犃′１（犝１犓犱＋犞１）＋犅′１（犝２犓犱＋犞２）＋犆′１犓犱 ＝犇′１

（１４）

犃′２（犝１犓犱＋犞１）＋犅′２（犝２犓犱＋犞２）＋犆′２犓犱 ＝犇′２

（１５）

式中，犃′１，犅′１，犆′１，犃′２，犅′２，犆′２的表达形式即是将式

（１０）中的Ω，θ替换为Ω′，θ′，Ω′，θ′，犇′１，犇′２可被描述为：

Ω′＝ （犿σ犱）
２
＋ω

２，θ′＝ａｒｃｔａｎ
ω
犿σ（ ）犱

犇′１＝－Ｒｅ
犜犱（犿σ犱＋犼ω）

α
＋１

犘（犿σ犱＋犼ω［ ］）

犇′２＝－Ｉｍ
犜犱（犿σ犱＋犼ω）

α
＋１

犘（犿σ犱＋犼ω［ ］）

　　通过式 （１４）解出犓犱，可得：

犓犱 ＝
犇′１－犃′１犞１－犅′１犞２

犃′１犝１＋犅′１犝２＋犆′１
（１６）

　　将式 （１６）代入式 （１５），可得：

犃′２犝１＋犅′２犝２＋犆′２
犃′１犝１＋犅′１犝２＋犆′１

（犇′１－犃′１犞１－犅′１犞２）＋

犃′２犝１＋犅′２犝２－犇′２＝０ （１７）

　　可见，在保持β一定的前提下，随着ω的变化可唯一确

定α的变化轨迹，再将α代入式 （１３）和 （１６），可进一步

确定两种α与犓犱 之间的变化轨迹。由这两条轨迹包围而成

的区域即为Ｄ分解方法中的闭环极点个数判别区域。

４　基于差分进化算法的主导极点配置

若控制器参数的整体变化区间内都不包含犱（２）子域，

即意味着在图３中虚轴左侧且阴影部分右侧的区域内包含

两个以上的闭环极点。本文考虑子域为犱（３）或犱（４）的情

形，对于除主导极点以外的闭环极点，利用差分进化算法

在子域内寻找合适的控制器参数α，β和犓犱，再根据式 （１１）

确定犓狆 和犓犻，从而在闭环传递函数的分子多项式犖（狊）中

配置出复平面中位置与该闭环极点相同或相近的闭环零点，

构造偶极子以消除该闭环极点带来的影响。

令狊＝σ犪＋犼ω犪为犱（３）或犱（４）子域中除主导极点外期

望被配置出的闭环极点，则有：

犇（σ犪＋犼ω犪）＝０

犖［σ犪＋Δσ＋犼（ω犪＋Δω）］＝０ （１８）

式中，Δσ和Δω表示偶极子中闭环零点与极点之间的微小距

离。若子域为犱（３），则意味着该闭环极点为位于 ［－犿σ犱，

０］区间内的负实根，此时有ω犪＝Δω＝０。列出差分进化算

法中的目标函数和约束条件如下：

差分进化算法的执行步骤如图４所示。

步骤１：对种群进行初始化，种群中的每个个体都包含

５个参数：分数阶阶次α、闭环极点的实轴坐标σ犪和虚轴坐

标ω犪、以及偶极子中零极点之间间距的实轴坐标Δσ和虚轴

坐标Δω。

狓犻，犌 ＝ （σ犪，ω犪，Δσ，Δω，α） （２０）
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式中，犻代表种群中的第犻个个体，犌代表算法的迭代次数。

为兼顾算法的优化效率和运行速度，本文选择种群的总个

体数量和最大迭代次数分别为３０和５００。

步骤２：根据式 （２０）中的参数，利用式 （１１）和

（１８）计算犓狆，犓犻，犓犱 ，若α和犓犱 的取值位于Ｄ分解子域

犱（３）或犱（４）内，则认为此时种群个体的选择满足边界约束

条件。

ｍｉｎ Ｒｅ［犇（σ犪＋犼ω犪）］
２
＋Ｒｅ｛犖［σ犪＋Δσ＋犼（ω犪＋Δω）］｝槡

２

ｓ．ｔ．

Ｉｍ［犇（σ犪＋犼ω犪）］＝０

Ｉｍ｛犖［σ犪＋Δσ＋犼（ω犪＋Δω）］｝＝０

犓狆 ＝犝１犓犱＋犞１

犓犻＝犝２犓犱＋犞２

β∈ （０，２），α，犓犱 ∈犱（３）狅狉犱（４）

σ犪∈ （－犿σ犱，０）

ω犪∈ （－∞，＋∞）

Δσ，Δω∈ ［－０．０１，０．０１

烅

烄

烆 ］

（１９）

图４　差分进化算法流程

　　步骤３：随机选取种群中两个不同的个体狓狉１，犌 和狓狉２，犌 ，

将两者的向量差按比例缩放后，与目标个体狓犻，犌进行向量合

成，得到变异个体狏犻，犌＋１，其计算过程如式 （２１）：

狏犻，犌＋１＝狓犻，犌＋犉（狓狉１，犌－狓狉２，犌） （２１）

式中，犉为缩放因子，本文中取值为１．２。

步骤４：对目标个体狓犻，犌及其变异个体狏犻，犌＋１按一定概率

进行个体间的交叉操作，从而确保变异个体中的部分信息

能被传递到下一代个体狌犻，犌＋１。本文中交叉概率取值为０．８。

步骤５：将经过交叉操作得到的个体狌犻，犌＋１和原个体狓犻，犌

中的参数分别代入式 （１９）中的目标函数，选取适应度值

较优所对应的个体，将其保留并传递至下一代狓犻，犌＋１。

５　仿真结果与分析

本文所提方法在两类控制对象上进行仿真验证，控制

对象的模型如式 （２２）。

犘１（狊）＝
１

（狊＋１）
４
，犘２（狊）＝

１

狊０．７５＋３
（２２）

　　为验证本文所提方法的优越性，使用改进灰狼优化算

法［１２１４］和改进粒子群算法［１５］被用来作对比，同时为了更好

地对各类方法的差异进行量化分析，本文引入如式 （２３）

的ＩＴＡＥ评价指标。

犐犜犃犈 ＝∫
狋
犿

０
狋狘犲（狋）狘ｄ狋＝∫

狋
犿

０
狋狘狉（狋）－狔（狋）狘ｄ狋 （２３）

式中，狋犿表示仿真终止时间，狉（狋），狔（狋），犲（狋）分别表示闭环控

制系统的输入、输出和误差量。

５１　整数阶对象犘１（狊）

设定期望的最大超调量和调节时间分别为１０％和

１３．９２ｓ，根据式 （８）和 （９），可解得期望的主导极点位于

狊＝－０．３６８６２±犼０．２９６２０，令滤波时间常数犜犱和分数阶阶

次β分别为０．０９４２和１．０５，即可通过Ｄ分解方法将控制器

参数α，犓犱 的整体可变区域划分为图５所示的各个子域。

图５　由改进Ｄ分解方法划分控制器参数的变化区域

图６　配置参数后的控制系统零极点图

由图６可知，经过配置参数，控制系统有一对共轭零

点和一对共轭极点形成了偶极子，使系统的响应性能可以

主要受到主导极点的影响。而与其他的极点或零点没什么

太大关系。

以下为三类参数整定方法得到的参数结果，如表１所

示，控制对象模型如式 （２０）。仿真结果如图７所示。

从试验结果可知，针对整数阶被控系统，本文方法在
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响应速度和精确度均优于改进灰狼算法及改进粒子群算法。

表１　各类方法的对比

犘１（狊） 犓狆 犓犻 犓犱 α β 犐犜犃犈

本文方法 １．１９ ０．２６５ ０．６６４ １．２５ １．０５ ８．７３５

改进灰狼算法 １．０３ ０．３５ ０．６４ １．１０１ １．０５ １３．８７

改进粒子群算法 １．００１５ ０．３６２ ０．３６２ １．０４７ １．０５ １２．２６

图７　整数阶被控系统阶跃输出响应图

表２　各类方法的性能指标对比

犘１（狊） 上升时间／ｓ 稳定时间／ｓ 超调

本文方法 ９．８７ １０ ０

改进灰狼算法 ９．２９２ １７ ０．０９８

改进粒子群算法 ９．７６８ １８ ０．１２２

５２　分数阶对象犘２ （狊）

设定期望的最大超调量和调节时间分别为３％和９．１

秒，根据式 （８）和 （９），可解得期望的主导极点位于狊＝

－０．３３０１±犼０．９４３９，令滤波时间常数犜犱和分数阶阶次β分

别为０．０９４２和１．０５，即可通过Ｄ分解方法将控制器参数

α，犓犱 的整体可变区域划分为类似图５所示的几个子域。

以下为三类参数整定方法得到的参数结果，如表３所

示，控制对象模型如式 （２０）。仿真结果如图８所示。

表３　各类方法的对比

犘２（狊） 犓狆 犓犻 犓犱 α β 犐犜犃犈

本文方法 ３．８ １０．３７ １．６ ０．２５ ０．９６ ２．３３３

改进灰狼算法 ３．８５ ９．４５ ０．８ ０．１５ ０．９８ ２．２８４

改进粒子群算法 ３．５ ６．４５ １．１５ ０．０８ １．１ ５．６３６

图８　分数阶被控系统阶跃输出响应图

在实验中，第２０ｓ时加入干扰信号。从实验结果可知，

针对分数阶被控系统，各项性能均优于整数阶被控系统，

一定程度上也表明了分数阶控制器和分数阶被控对象结合

较之整数阶被控对象的系统控制性能更优。而在三类方法

对比中，本文方法和改进和灰狼算法的结果相似，同时二

者在响应速度、精确度及抗干扰性能方面均优于改进粒子

群算法。

６　结束语

本文提出了一种基于Ｄ分解法进行主导极点配置的２

自由度分数阶ＰＩＤ控制器设计方法。其基本思想是基于动

态响应指标约束来进行主导极点配置，以差分进化算法作

为媒介，在Ｄ分解得到的稳定区域中确定最优参数，从而

使得分数阶ＰＩＤ控制器达到理想的系统控制性能。针对整数

阶被控对象和分数阶被控对象采用三类参数整定方法设计

控制器，对比实验结果显示文中所设计的方法在控制系统

的快速性，稳定性和鲁棒性等方面均表现较好，由于其他

两类整定方法。
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