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一种融合模拟退火和单亲遗传的优化求解算法

王海红，李　林，刘　莉
（青岛科技大学 信息科学技术学院，山东 青岛　２６６０６１）

摘要：度约束最小生成树是一个经典的组合优化ＮＰ难题，其在网络设计和优化中有广泛的应用；现有求解方法往往不能很

好地兼顾求解效率和求解精度；为了在缩短求解时间的同时，更好地获得最优解，提出了一种结合模拟退火算法和单亲遗传算法

的改进求解算法；首先，改进遗传算法中变异因子的生成方式，避免不可行解个体的产生，并且设计自适应变异率，以提高算法

的求解效率；其次，针对单亲遗传算法仅有变异操作可能导致最优解个体跳跃的问题，结合模拟退火的思想，来保证解的全局最

优性；最后，在具体的度约束最小生成树问题中进行了三组实验，从运行时间和最优解的情况等方面与传统单亲遗传算法进行对

比，实验表明该算法在求解效率和获得最优解方面都有较好的改进效果。

关键词：最小生成树；遗传算法；模拟退火算法；度约束
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０　引言

现实中大部分的网络系统都可以用最小生成树作为简

化模型来分析。在特定情况下，为了确保图的畅通性，通

过在最小生成树模型中添加节点度数的限制，从而生成了

度约束的最小生成树模型 （ＤＣＭＳＴ）。如何求解该问题是

一个ＮＰ问题，许多专家、学者对此进行了大量的研究工

作。在求解有约束的问题时，智能控制方法往往具有操作

简单，适用性强的优点，因此受到广泛关注。越来越多的

智能控制方法在该问题上得到很好的应用，如禁忌搜索算

法［１］、模拟退火算法［２］、灰狼算法［３］、布谷鸟算法［４］等。文

献 ［５］提出了一种能够生成优质近似解的算法，并采用改

进的禁忌搜索算法和模拟退火算法对该近似解实施进一步

优化。文献 ［６］使用最小生成树模型构造网络，采用人工

蜂群算法来进行节点寻优。文献 ［７］针对同时考虑多目标

和度约束情况下的最小生成树求解问题，对传统的蚁群算

法进行优化，设计了三种信息素数量模型，并对信息素的

持久度进行设计更新，进而影响蚁群寻优轨迹，提高求解

效率。从实验过程和数据来看，上面的提到的这些智能方

法一定程度上存在操作过程相对复杂，改进效果并不十分

明显等问题。

遗传算法由于其编码方式简单，实现容易且效果较好，

而在该问题上有更广泛的应用和改进［８］。文献 ［９］对传统

遗传算法进行优化，提出了一种带有加速和调节算子作为

激励的遗传算法，从正反两方面出发来加速搜索最小生成

树过程。文献 ［１０］提出了一种以过程控制为基础的生成

树编码方法—ＰＣ编码，进而给出以ＰＣ－Ｐｒｉｍ算法作为译

码器的求解ＤＣ－ＭＳＴ问题的遗传算法来求解最小生成树。
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文献 ［１１］采用单亲遗传算法来求解该问题，能提高个体

的有效性，但仍存在变异产生不可行解以及解个体跳跃问

题，求解效率不高。

针对以上问题，本文提出改进单亲遗传算法的变异算

子方法，并引入自适应变异率，求解过程中可以避免不可

行解的产生，并提高求解效率。同时融合模拟退火算法，

来解决个体的跳跃问题，提高获得全局最优解的可能性。

最后，进行实验验证，与标准单亲遗传算法的结果进行比

较，证明了所提算法的有效性和优越性。

１　度约束的最小生成树模型

设犌＝ （犞，犈，犆）是一个连通赋权网络图。其中犞 ＝

｛狏１，狏２，．．．，狏狀｝是图犌的节点集合，代表一个个节点。犈＝

｛犲１，犲２，．．．，犲狀｝是图犌的边集合，代表节点之间相互连接的

边。犆＝ ｛犮１，犮２，．．．，犮狀｝是每条边上的正实数权重，用来表

示相邻节点间的距离。犌的生成树规定为一棵能含有犌 中

所有节点的无向树犌′＝ （犞，犜），犜∈犈，犜中没有回路并且

能将图中全部节点都连接起来。因此，构建犌的最小生成

树需要找到各边权重之和最小的生成树。若图犜是图犌 的

最小生成树，犇＝｛犱１，犱２，．．．，犱狀｝是每个节点的度约束，且

对于任意的节点狏犻∈犞（犻＝１，２，．．．，狀）都有犱狏犻 ＜犱犻（犻＝１，

２，．．．，狀），则犜为犌的 度约束最小生成树。在连通赋权图中

寻找有度约束限制的最小生成树最优解的过程称为度约束

最小生成树问题 （ｄｅｇｒｅｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｍｉｎｉｍｕｍｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅ

ｐｒｏｂｌｅｍ）
［１２１３］。

度约束最小生成树目标函数如下：

ｍｉｎ犜＝∑
狀－１

犻＝１
∑
狀

犼＝犻＋１

犮犻犼狓犻犼 （１）

　　约束函数如下：

∑
狀－１

犻＝１
∑
狀

犼＝犻＋１

狓犻犼 ＝狀－１ （２）

∑
狏
犻∈犛
∑

狏
犼∈犛，犻＜犼

狓犻犼 ≤狘犛狘－１，犛犞，狘犛狘≥２ （３）

∑
狀

犼＝１

狓犻犼 ≤犫犻，狏犻∈犞，犻＝１，２，．．．．．．，狀 （４）

狓犻犼 ∈ ｛０，１｝狏犻∈犞，狏犼∈犞，犻，犼＝１，２，．．．．．．狀

狓犻犼 ＝
１， ｉｆｔｒｅｅｃｏｎｔａｉｎ（狏犻，狏犼）

０，ｉｆｔｒｅｅｎｏｔｃｏｎｔａｉｎ（狏犻，狏犼｛ ）
（５）

　　约束条件 （２）能够确保最终得到的生成树有狀－１条

边。约束条件 （３）限定了在一步步得到最小生成树的操作

期间任何一个节点都始终不包含通向自身的回路。

２　基于单亲遗传算法和模拟退火算法的改进犛犃犘

犌犃算法

２１　初始化

本节研究算法的染色体采用Ｐｒｕｆｅｒ数列
［１４］编码。根据

度约束的最小生成树对节点的连接边都是有数量限制的原

则，使用生成的Ｐｒｕｆｅｒ数列作为初始种群时，需要考虑到

度数限制，避免产生不可行解［１５］，使求解更加高效。

假设这个问题的度约束序列是犫＝ （犫１，犫２，．．，犫狀），那

么根据每个节点的度约束可以得到一个数列犛＝ ｛１，１，…

１，２，２，…２，…犻，犻，…，犻，…狀，狀，…，狀｝，该数列中

数字犻的个数为犫犻－１个。获得初始种群的犘狉狌犳犲狉数的具

体操作为：从数列犛中随机地取出狀－２个数组成一个新的

数列。从上述数列中得到的任何一个包含狀－２个数的随机

排列组合，都能够作为一棵生成树对应的Ｐｒｕｆｅｒ数，并且

符合每一个节点的度约束要求。重复地进行从数列犛中随

机取狀－２个数的操作，直至达到初始化种群所要求的最大

个体数目犖。这样就得到了初始种群 ，既充分满足每个结

点的度约束，又不会出现不可行解。

设置初始较高温度为犜０，最低温度犜ｍｉｎ，全局最优解犘犵，

及全局最优解对应的适应度犉犵。

２２　适应度函数

本文使用适应度函数来衡量遗传操作过程中每个个体

的适应度，并以此来得出优胜劣汰的标准。根据前面描述

的度约束最小生成树问题的模型，适应值函数犉 （狓）设置

如下。

犉（狓）＝∑
狀－１

犻＝１
∑
狀

犼＝犻＋１

犮犻犼狓犻犼，

狓犻犼 ＝
１， ｉｆｔｒｅｅｃｏｎｔａｉｎ（狏犻，狏犼）

０，ｉｆｔｒｅｅｎｏｃｏｎｔａｉｎ（狏犻，狏犼｛ ）
（６）

２３　选择过程

遗传算法的选择过程通常采取相对公平的轮盘赌策

略［１６］。轮盘赌选择的基本思想是每个个体被选中的概率与

其适应度大小成正比。对于上一代种群中适应度非常好的

个体，如果采取传统的轮盘赌选择策略可能会将其丢弃，

所以本文采用轮盘赌策略加保留最优个体的选择方法。即

先将最优个体保留下来，然后将父代和子代中按轮盘赌选

出犖－１个个体。

２４　优化变异操作

变异的本质是将个体的遗传基因发生改变，但如果采

用一般的变异方式会导致很多不可行解的产生，从而导致

求解效率大大降低，根据种群生成可知，如果不产生新的

数，只是改变数列中数字的排列顺序，则该数列解的可行

性不会由此改变。据此，本文摒弃遗传算法中的交叉操作，

只进行变异操作，并引入自适应变异率，提出两种新的变

异算子来避免产生不可行解，这样在很大程度上简化了求

解的复杂度。

２．４．１　优化变异算子生成方式

本文设计两种不会产生不可行解的变异算子，具体生

成方法如下。

１）随机插入变异：首先要随机生成一个位置犻（犻不大

于基因总数），将它记为即将插入的位置。再从代表父辈个

体的Ｐｒｕｆｅｒ数列中随机地取出一个子数列，将取出的子数

列插入刚刚标记的位置，这样就得到了新的子代个体。这

个操作仅仅是移动原数列中的某些数字，因此不会导致不

可行解的出现。

操作举例：随机选择的子串为４、５、６，随机产生的位

置为１０，则位移变异操作前后的子串情况如下：

犘：１２３［４５６］７８９１０１１１２１３犘
’：１２３７８９［４
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５６］１０１１１２１３

２）后移变异：首先生成一个随机数犼 （犼小于基因总

数），将父代个体的Ｐｒｕｆｅｒ数列依次后移ｊ个位置，该操作

简单易行，并且很明显在这个过程中可以保证解的可行性。

操作举例如下：

假设生成随机数为１，则每个数都后移一位。

犘：１２３４５６７８９１０１１１２１３犘
’：１３１２３４５６７

８９１０１１１２

２．４．２　改进变异率

为加快算法的求解速度，设计自适应变异率。训练前

期较大的变异率能够保证较高的个体多样性，而后期应该

采取较小的变异率，能加快收敛。因此，设计自适应更新

学习因子如下：

狆狏 ＝狆狏·犲
（１－犽／犽ｍａｘ） （７）

　　其中：犽表示目前迭代次数，犽ｍａｘ表示最大迭代次数。

随着求解的进行，变异率随迭代次数的增加而变小，最终

趋近于０。使得迭代后期逐渐减小变异操作的变化率，以加

快算法的收敛速度。

２５　判断是否接受新解

模拟退火算法的思想是以一定概率接受一个较差的

解［６］，对于每一个温度犜犽，执行如下操作：

计算新生成染色体的适应度函数值犉 （狓），以概率狆

接受这个新解，在０到１中生成一个随机数狇，若狆＞狇，则

更新解个体；否则，保持原来的解个体。

狆＝

１ ｉｆ　犉（狓ｎｅｗ）＜犉（狓ｏｌｄ）

ｅｘｐ（－
犉（狓ｎｅｗ）－犉（狓ｏｌｄ）

犜
）ｉｆ　犉（狓ｎｅｗ）≥犉（狓ｏｌｄ烅

烄

烆
）

（８）

２６　改进算法流程

本文所提算法的基本步骤总结如下。

步骤１：按照前面的方法生成一个含有犖 个个体的初始

群体犘０，将初始温度设为１００℃，最低温度设为０℃。设置

固定温度下的最大迭代次数犽ｍａｘ，记录初始种群中适应度最

小的犘ｇ为全局最优解，以及全局最优解对应的适应度犉犵。

步骤２：判断是否达到最低温度，如果犜≤犜ｍｉｎ，算法

终止，输出最优解及其适应度；否则继续向下执行。

步骤３：令迭代次数犽＝１，开始犜温度下的内循环。

步骤 ４：计算种群 犘犽 里面含有的每一个染色体

的犉（狓）。

步骤５：使用最优个体保留方法和轮盘赌方法从父子两

代种群中选出犖 个个体。

步骤６：根据两种变异方法来对上面选出的个体上实行

变异。

步骤７：根据概率狆判断是否接受新解。

步骤８：判断是否继续循环，如果犽达到最大迭代次数

犽ｍａｘ，比较全局最优适应度犉犵和局部最优适应度犉犾，如果犉犾

＜犉犵，更新犉犵 ＝犉犾，并结束该温度下的循环，令犜犽＋１＝犪犜犽，

犪∈（０，１），转到步骤２。如果犽未达到犽ｍａｘ，令犽＝犽＋１，继续

转到步骤４。

改进算法的具体流程图如图１所示。

图１　改进ＳＡＰＧＡ算法流程图

３　实验结果与分析

为了验证所提出算法的有效性，与单亲遗传算法［１７］进行实

验对比。本文实验环境是Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ７－８５５０ＵＣＰＵ＠１．８０

ＧＨｚ１．９９ＧＨｚ，内存８．００ＧＢ，开发工具是Ｍａｔｌａｂ２０１６ａ。

给定九个节点的图犌 的权值矩阵犠 （数据取自文献

［１７］）如下，各节点的度约束都为３。

犠 ＝

∞ ２２４ ２２４ ３６１ ６７１ ３００ ５３９ ８００ ９４３

２２４ ∞ ２００ ２００ ４４７ ２８３ ４００ ７２８ ７６２

２２４ ２００ ∞ ４００ ５６６ ４４７ ６００ ９３３ ９４９

３６１ ２００ ４００ ∞ ４００ ２００ ２００ ５３９ ５８３

６７１ ４４７ ５６６ ４００ ∞ ６００ ４４７ ７８１ ５１０

３００ ２８３ ４４７ ２００ ６００ ∞ ２８３ ５００ ７０７

５３９ ４００ ６００ ２００ ４４７ ２８３ ∞ ３６１ ４２４

８００ ７２８ ９２２ ５３９ ７８１ ５００ ３６１ ∞ ５００

９４３ ７６２ ９４９ ５８３ ５１０ ７０７ ４２４ ５００ ∞

熿

燀

燄

燅

　　实验１：设置种群规模为１００，最大迭代次数为１００，

初始变异率为０．１。使用所提算法和标准的单亲遗传算法分

别求其最小生成树代价值，结果如图２所示。

从图２中可以看出，两种算法均随迭代次数的增加，

不断趋近最优值，但明显ＳＡＰＧＡ算法的趋近速度更快。说

明自适应变异率的加入确实能使算法加速收敛，自适应变

异率前期较大，能增加种群的多样性，加快解的优化；后

期减小，能加快收敛效率。

实验２：设置最大迭代次数为１００，初始变异率为０．１，
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图２　最优值对比

在种群规模为１０到１００的情况下，对比两种算法的运行时

间，结果如图３所示。从图３中可以看出，本文所提ＳＡＰ

ＧＡ算法用时始终比ＰＧＡ算法少，并且随着种群规模的扩

大，差距会越来越明显。因为变异算子的改进，能避免不

可行解个体的产生，且自适应变异率能加速收敛，所以

ＳＡＰＧＡ算法的运行时间能得到有效的改善。

图３　运行时间对比

实验３：在种群大小为５０和１００的情况下，使用所提

算法与单亲遗传算法的求解方法进行对比，验证所提算法

得到最优解的概率。本文提出的算法ＳＡＰＧＡ进行求解，得

到度约束下两种算法在两种群规模下各运行１００次结果对

比见表１。

表１　运行结果对比

５０ １００

算法 ＰＧＡ ＳＡＰＧＡ ＰＧＡ ＳＡＰＧＡ

最优值 ２２５６ ２２５６ ２２５６ ２２５６

平均值 ２２７９ ２２６８．５ ２２７５．７ ２２６４．３

最差值 ３１４２ ２９８５ ３０７９ ２９６８

最优值出现次数 ６０ ６７ ７２ ８３

从表１可知，两种算法均能得到最优的最小生成树代

价２２５６。在种群规模为５０时，运行１００次中，ＳＡＰＧＡ算

法有６７次得到了最优解，比单亲遗传算法ＰＧＡ的结果提

高了１２％左右。在种群规模为１００时，运行１００次中，

ＳＡＰＧＡ有８３次得到了最优解，比单亲遗传算法ＰＧＡ提高

了１５％左右。从解的平均值也可以看出，ＳＡＰＧＡ算法的效

果在两种规模下都比ＰＧＡ算法好。从实验结果可以看出，

本文所提算法因为有了模拟退火思想的加入，能解决解个

体的跳跃问题，提高获得全局最优解的可能性，所以在求

解ＤＣＭＳＴＰ时能得到较好的结果，最优解出现的次数有一

定的增加。

４　结束语

本文针对度约束的最小生成树模型求解问题，提出了改

进ＳＡＰＧＡ算法。改进后的算法融合并改进了单亲遗传算法

和模拟退火算法。单亲遗传算法中变异算子改进的两种方法

都不会出现不可行解，省去了解是否可行的检测，并且自适

应的变异率能加速收敛，因此大大加快了求解速度。同时，

算法中模拟退火的思想能增加解的多样性，保证种群跳出局

部最优，收敛到全局最优，改善单亲遗传算法的解的跳跃问

题，提高得到全局最优解的可能性。该模型的求解方法可以

在网络通信架构等多个问题中得到很好的应用。
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