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基于伪谱法的滑翔轨迹多级迭代优化策略

唐　怡，黄　俊，黎茂锋，刘志勤，陈　波
（西南科技大学 计算机科学与技术学院，四川 绵阳　６２１０１０）

摘要：伪谱法可实时求解具有高度非线性动态特性的飞行器最优轨迹；以Ｘ－５１Ａ相似飞行器模型为研究对象，采用增量法

与查表插值建立纵向气动力模型，伪谱法与序列二次规划算法求解滑翔轨迹最优控制问题；提出使用多级迭代优化策略，为序列

二次规划算法求解伪谱法参数化得到的大规模非线性规划问题提供初值，弥补非线性规划问题求解过程中，出现的初值敏感、收

敛速度减慢等问题；仿真验证飞行高度、速度、航迹角等状态量基本接近终端设置条件，对比传统方法求解出的飞行状态，偏差

明显减少，更加接近最优轨迹；优化目标滑翔距离在相同配点数下，更加接近最优值，配点数越多优化效果越明显，且计算时间

大量减少，证明了多级迭代优化策略的有效性和高效性。

关键词：伪谱法；序列二次规划；多级迭代；非线性规划
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０　引言

自中国进入 “超级航空２０１８”，就预示着在未来几十年

中我国将在航空领域迎来更大的突破，而高超声速技术则

是突破航空领域的重要研究点。飞行器最优轨迹规划是高

超声速技术研究的关键点之一，其求解方法主要有两大类：

间接法和直接法［１］。伪谱法以较少的参数、较高的计算精

度、指数级的收敛速度，同时兼具了直接法和间接法的优

势，被认为是目前最具潜力的轨迹最优控制求解方法［２］。

直接求解飞行器轨迹最优控制问题难度较大，利用伪

谱法将轨迹最优控制问题进行离散，对离散化得到的非线

性规划 （ＮｏｎｌｉｎｅａｒＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＮＬＰ）问题进行插值获

得原问题的解，可将求解最优轨迹控制问题上的难度转移

到ＮＬＰ问题的求解上，转化得到的 ＮＬＰ问题表现出优化

空间大、约束控制量多等特点［３４］。近几年，在选择求解该

类ＮＬＰ问题的策略上，很多研究者偏向使用序列二次规划

（ＳｅｑｕｅｎｔｉａｌＱｕａｄｒａｔｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＳＱＰ）算法
［５］来求解。

由于ＳＱＰ算法可以将一些约束添加到变量中去，对于强约

束问题的求解有很大优势。近两年有研究者使用ＳＱＰ算法

对高超声速飞行器周期巡航轨迹［６］、爬升轨迹［７］进行求解，

取得了较好的结果。

作为求解强约束ＮＬＰ问题的主流方法，ＳＱＰ算法具有

计算速度快，求解精度高等优势，但当ＮＬＰ问题规模过大

时，使用ＳＱＰ算法求解存在初值敏感，收敛速度减慢的情

况。因此求解较大规模的ＮＬＰ问题时，选择一个可靠的初
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值是十分必要的。Ｋ．Ｏｋｕｄａ等人
［８］在求解带翼火箭弹道优

化时，提出使用具有全局最优性的遗传算法为ＳＱＰ算法提

供初始值，有效的解决初值选取问题。但遗传算法等全局

优化算法在求解约束性较强的 ＮＬＰ问题时，存在精度低，

收敛速度慢，结果随机抖动等问题。

本文结合伪谱法与ＳＱＰ算法各自的优势，提出基于伪

谱法的滑翔轨迹多级迭代优化策略。以Ｘ－５１Ａ
［９］相似飞行

器模型为研究对象，利用增量法与查表插值建立飞行器纵

向气动力模型。使用伪谱法与ＳＱＰ算法对滑翔段轨迹进行

求解，提出多级迭代优化策略弥补轨迹规划过程中，ＳＱＰ

算法求解大规模ＮＬＰ问题的不足之处，并与传统方法求解

出的状态量与控制量仿真飞行状态进行对比。仿真结果表

明本文提出的多级迭代优化策略稳定性好，计算精度高，

收敛速度快，在实际工程应用中起到了很好的支撑作用。

１　滑翔段建模

１１　气动模型

Ｘ－５１Ａ相似飞行器是气动推进一体化飞行器，如图１

所示，模型总长４．２６ｍ，最大宽度０．５８ｍ，最大高度

０．５６６ｍ，翼展最大０．９２７ｍ，两舵面与水平面成４５°，内流

道宽０．２２５ｍ，进气道总收缩比为４．９，内收缩比为２．４。

图１　一体化飞行器数模

本文借鉴意大利航空航天中心 （ＣＩＲＡ）
［１０］利用增量法

实现ＰＲＯＲＡ－ＵＳＶ１高超声速飞行器风洞试验数据与数值

计算数据的融合建模思路，使用数值方法模拟Ｘ－５１Ａ相

似飞行器的数据集进行建模，为仿真实验提供数据基础。

结合增量建模理论，在基准数据集与舵效数据集的基础上

构建增量模型，流程图如图２所示。

图２　增量模型建模流程图

上图中犝Ｒｅ


犅犔 ，犝
α


＝４
犅犔 分别表示通气模型计算定雷诺数数

据集和变雷诺数数据集，即基准数据集；犝δ狆犇犘 为不通气模型

计算变舵偏角的数据集。数据集表达式如下所示：

犝Ｒｅ


犅犔 ＝ ｛犕∞
，Ｒｅ∞，α，δ狆 ＝０，犆犔，犆犇，犆犿｝

犝α


＝４
犅犔 ＝ ｛犕∞

，Ｒｅ∞，α
，δ狆 ＝０，犆犔，犆犇，犆犿｝

犝δ狆犇犘 ＝ ｛犕∞
，Ｒｅ∞，δ狆，α，犆犔，犆犇，犆犿｝ （１）

　　其中，犕∞
表示马赫数，Ｒｅ∞ 表示雷诺数，犚犲


∞
表示基准

定雷诺数，α 表示基准定攻角，δ狆表示俯仰通道数值舵偏角，

α表示攻角，犆犔 为气动模型无量纲输出升力系数、犆犇 为阻力

系数、犆犿 为俯仰力矩系数。犆犔，犆犇，犆犿 定义式如下：

犆犔 ＝
犔

０．５ρ∞犞
２
∞犛狉犲犳

，犆犇 ＝
犇

０．５ρ∞犞
２
∞犛狉犲犳

犆犿 ＝
犿

０．５ρ∞犞
２
∞犛狉犲犳犫狉犲犳

（２）

式中，ρ∞ 为大气密度，犔为升力，犇 为阻力，犿 表示飞行器质

量，犛狉犲犳 ＝１犿
２，犫狉犲犳 ＝１犿

２，犞∞
表示飞行速度。

１２　滑翔段轨迹描述

滑翔段轨迹规划是Ｘ－５１Ａ相似飞行器轨迹优化的重

要阶段，滑翔飞行能延长飞行器整体航程，实现远距离投

送或打击。由于高超声速飞行器的动力学系统较为复杂，

其建模所涉及的因素繁多，为研究需要，将地球视作一个

均匀球体，认为滑翔飞行过程中飞行器是一个质点，质量

保持不变，并忽略外界环境的干扰。滑翔段的运动学方程

形式含多个状态变量与非线性等式约束，且方程中隐含有

控制变量。本文以最大滑翔距离作为优化目标，其余指标

作为约束条件，构建最优轨迹控制问题，以分析 Ｘ－５１Ａ

相似飞行器的滑翔弹道轨迹，运动模型表达式如下：

犕犻狀 犑［狓，狌，狋犳］＝－∫
狋
犳

狋
０

犞ｃｏｓ（γ）犱狋

珨犎 ＝犞ｓｉｎ（γ）

珚犞＝ ［－犇（犞，犎，α，δ）－犿犵ｓｉｎ（γ）］／犿

珔γ＝ ［犔（犞，犎，α，δ）－犿犵ｃｏｓ（γ）］／（犿犞

烅

烄

烆 ）

（３）

式中，狓＝［犎，犞，γ］为轨迹状态变量，分别表示飞行高度、飞

行速度、飞行航迹角；狌＝α为轨迹的控制变量，α为攻角；狋犳为

终端时间；犇为阻力方向的合力，犔为升力，犿为飞行器质量，

犵为重力加速度，δ为最优控制变量α对应飞行姿态下保持纵

向平衡的俯仰舵偏。犑为目标函数，表示滑翔段的最大飞行

距离。

飞行器滑翔段为无动力飞行，为保证平衡飞行，在滑

翔段轨迹设计过程中要考虑相应的约束条件，本文的参数

约束如表１所示。

表１　滑翔段约束条件

参数 参数值

犎 ≤ ５０ｋｍ

犞 ≤ １０Ｍａｃｈ

‖γ‖ｍａｘ≤ １．５５３３ｒａｄ

‖α‖ｍａｘ≤ ８ｄｅｇ

２　伪谱法参数化

伪谱法源于求解微分方程的谱方法，其思想是在离散

的状态变量与控制变量基础上，构造逼近式，求得微分矩

阵与积分算子，将最优控制问题转换为ＮＬＰ问题，其核心

技术包括：离散网格划分策略的选择；离散点插值函数对
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连续函数的逼近；插值函数的微积分对连续函数的微积分

的近似。伪谱法参数化过程细化为以下几步。

１）时域变换：

本文 使 用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多 项 式 作 为 插 值 基，其 系 数

｛犔狀（τ）｝是τ∈［－１，１］上的正交多项式。当狀≥１时满足以

下递推关系：

（狀＋１）犔狀＋１（τ）＝ （２狀＋１）τ犔狀（τ）－狀犔狀－１（τ）

τ
２
－１

狀
犱
犱τ
犔狀（τ）＝τ犔狀（τ）－犔狀－１（τ烅

烄

烆
）

（４）

　　由于插值多项式的作用域为τ∈ ［－１，１］，所以需要将

狋∈ ［０，狋犳］时域变换到τ∈ ［－１，１］：

狋＝
（狋犳－狋０）τ＋（狋犳＋狋０）

２
（５）

　　２）变量离散化：

通过离散网格划分策略选取合适的配点，能有效避免

逼近可能出现的 Ｒｕｎｇｅ现象，通过 Ｇａｕｓｓ－Ｌｏｂａｔｏ求积，

取狀 个节点将问题离散，获得离散时间：犜狀 ＝ ［τ１，

τ２…τ狀＋１］。离散时间对应的状态变量狓狀＝［犎狀，犞狀，γ狀］，犎狀＝

［犺１，犺２…犺狀＋１］，犞狀＝［狏１，狏２…狏狀＋１］，γ狀 ＝［γ１，γ２…γ狀＋１］，犿狀＝

［犿１，犿２…犿狀＋１］；控制变量狌狀 ＝ ［α狀］，α狀 ＝ ［α１，α２…α狀＋１］。

３）ＬＧＬ配点近似逼近状态与控制变量：

选取Ｌｅｇｅｎｄｒｅ正交多项式一阶导数的根和τ＝｛－１，１｝

两点作为ＬＧＬ配点，即 （１－τ
２）珚犔狀（τ）的根。将控制变量和

状态变量在ＬＧＬ配点处离散，得到狀＋１个离散的控制变量

犝犻（犻＝０，１，…狀）和狀＋１个离散的状态变量犡犻（犻＝０，１，

…狀）。通过对离散的状态变量序列和控制变量序列进行插

值获得状态函数犡（τ）和控制函数犝（τ），插值情况如下：

犡（τ）＝∑
狀

犻＝０φ犻
（τ）犡犻

犝（τ）＝∑
狀

犻＝０φ犻
（τ）犝

烅
烄

烆 犻

（６）

　　其中，犡犻∈犚
狀
狓，犝犻∈犚

狀
狌 ，φ犻（τ）为狀阶Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基

数：

φ犻（τ）＝
１

狀（狀＋１）犔狀（τ犻）
（τ
２
－１）珚犔狀（τ）

τ－τ犻
（７）

　　４）最优控制转化为ＮＬＰ问题：

通过前几个步骤，可得到参数化后的ＮＬＰ问题，具体

表达式如下所示：

犕犻狀 犑［狓狀，狌狀，狋犳］＝－
狋犳－狋０
２ ∑

狀

犻＝１

｛狑犻·犞犻ｃｏｓ（γ犻）｝

犇犎狀 ＝
狋犳－狋０
２
犞狀ｓｉｎ（γ狀）

犇犞狀 ＝
狋犳－狋０
２
［－犇（犞狀，犎狀，α狀，δ狀）－犿狀犵ｓｉｎ（γ狀）］／犿狀

犇γ狀 ＝
狋犳－狋０
２
［犔（犞狀，犎狀，α狀，δ狀）－犿狀犵ｃｏｓ（γ狀）］／（犿狀犞狀

烅

烄

烆
）

（８）

　　其中：［犎狀，犞狀，γ狀］为轨迹状态变量的离散向量，狀为伪

谱配点数；犇，犔分别为各离散状态量下的阻力与升力；犇 为

微分矩阵；狑犻 为积分算子在对应第犻个状态变量下的积分

权重：

狑犻＝
２

狀（狀＋１）
１

［犔狀（τ犻）］
２
，犻＝０…狀 （９）

３　非线性规划问题求解

３１　多级迭代优化策略

初始值的选取对于 ＮＬＰ问题的求解来说具有很大影

响。不可靠的初值，不仅会影响收敛速度，甚至有可能导

致无法收敛，找不到可行解或最优解的情况。并且随着

ＮＬＰ问题规模的增大，约束性的强增，初值对求解结果的

影响也会不断增大。伪谱法求解飞行器最优轨迹的精度是

由配点数量的多少所决定的，一般情况下配点数越多，求

解精度越高。但是转化得到的ＮＬＰ问题的规模也会变得更

大，在使用ＳＱＰ算法求解时，会出现初值敏感、收敛速度

减慢、陷入局部最优的情况。而配点数过少，则会导致伪

谱法求解精度无法满足要求。

本文在滑翔轨迹问题离散过程中取狀个配点时，会形

成狀＋１个离散变量，对应决策向量的维度为４狀＋５，其中

状态变量与控制变量构成４（狀＋１）维决策变量，最后一维决

策变量为终端时间狋犳 ，采用一个多级迭代优化策略，对含

高维度决策变量的ＮＬＰ问题求解初值进行选取。

首先设置较少伪谱配点，保证问题规模不至于影响

ＳＱＰ算法的求解，对于得到的结果进行插值，然后将插值

后的结果作为增加配点后的大规模ＮＬＰ问题的初始值。详

细过程如下：

１）在变量上下边界条件之间进行初始猜测插值，获得

一个初始值狓０；

２）设置少量伪谱配点，通过伪谱法参数化构建中小规

模ＮＬＰ问题，以狓０作为初始值，使用ＳＱＰ算法求解ＮＬＰ

问题得到粗略解狓１；

３）增加配点数，对获得的粗略解狓１进行插值，将插值

结果作为增大规模后的 ＮＬＰ问题的初始值，求解 ＮＬＰ问

题，重复，直到收敛。

多级迭代优化策略流程图如图３所示。

图３　多级迭代优化策略流程图
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在初始猜测插值过程中，由于控制变量不光滑，如果

与状态变量一样选择使用Ｌａｇｒａｎｇｅ多项式插值，其变化过

大时会出现Ｇｉｐｐｓ现象，导致控制变量超出边界。分段三次

Ｈｅｒｍｉｔｅ插值多项式不仅要求在节点上的值要等于目标函数

值，而且要求在节点上的导数值也要与目标函数的导数值

相等，光滑性更好。选择使用分段三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ插值对离

散的控制变量进行插值，可有效避免出现Ｇｉｐｐｓ现象。

３２　犖犔犘问题求解

ＳＱＰ算法是求解强约束 ＮＬＰ问题最有效的方法之一，

其思想是将原ＮＬＰ问题拆分为多个二次规划子问题，通过

逐步求解二次规划子问题的解，为主迭代过程提供搜索方

向，保证主迭代逐渐收敛于ＮＬＰ问题的最优解。ＳＱＰ算法

的简要计算步骤如下：

１）初值设置：选择初始点狓０，初始矩阵犎１是狀×狀的

正定矩阵，令犽＝１，计算精度０＜ε＜Δ；

２）求解二次规划子问题，确定下次迭代搜索方向犱：

犕犻狀
１

２
犱犜犎犽犱＋（犳（狓犽））

犜犱

狊．狋．
（犺犻（狓））

犜犱＋犺犻（狓）＝０，犻＝１，２，．．．，犾

（犵犼（狓））
犜犱＋犵犼（狓）≤０，犼＝１，２，．．．，

烅

烄

烆 犿

（１０）

　　得到满足原问题 Ｋｕｈｎ－Ｔｕｃｋｅｒ条件的近似解 （犱
（犽），

λ
（犽））；

３）若 ‖犱
（犽）
‖≤ε，则狓

（犽＋１）
＝狓

（犽）
＋犱

（犽）为求得的最优

解，停止计算；

４）如果犘（狓
（犽）
＋犱

（犽），狉）＜犘（狓
（犽），狉），令狓

（犽＋１）
＝狓

（犽）
＋

犱
（犽），用拟牛顿公式计算犎

（犽＋１），令犽＝犽＋１，转到第ｉｉ）

步；否则，进入第５）步；

５）一维搜索：对ｍｉｎ犘（狓
（犽）
＋λ犱

（犽），狉）进行求解，得到

最优步长λ
（犽），令狓

（犽＋１）
＝狓

（犽）
＋λ犱

（犽）；

６）更新矩阵犎
（犽）：根据拟牛顿公式更新 Ｈｅｓｓｅｎ矩阵

犎
（犽），确定新的正定矩阵 犎

（犽＋１），令犽＝犽＋１，转到第

２）步。

４　实验结果与分析

通过 ＭＡＴＬＡＢ进行仿真验证，仿真实验过程中设置Ｘ

－５１Ａ相似飞行器质量犿＝１６００ｋｇ，考虑到滑翔飞行的终

点与投射、打击目标之间还存在一定的距离，因此需要对

高度与速度设置相应的终端条件。设置初始速度犞０ ＝６

ｍａｃｈ，初始高度犎０ ＝２７０００ｍ，终端速度犞犳 ＝３ｍａｃｈ，

终端高度犎犳 ＝１０００ｍ，为得到最远滑翔航程，不对终端

时间做限制。

经过反复计算，整理结果如表２～３所示。表２中狀为

配点数，狕为对应的决策变量数，狋（狊）为使用传统方法求解

对应配点数规模的 ＮＬＰ问题计算时间，狋犻狋犲狉（狊）为使用多级

迭代优化策略下的计算时间。通过对比可以看出随着伪谱

法配点个数的增加，计算所需要的时间也在快速增加，多

级迭代优化策略可有效的减少计算时间。配点数越多，节

省的计算时间越多，体现出的效果越好。

仿真实验过程中设置的最大迭代次数为１０００，表３中

表２　计算时间对比情况

狀 狕 狋／ｓ 狋犻狋犲狉／ｓ

２０ ８５ １４０２ ９１２

２５ １０５ ２２８６ １４０１

３０ １２５ ３６４１ ２１６５

３５ １４５ ６８７３ ４８６５

４０ １６５ ８４０３ ５５２３

５０ ２０５ １９２０６ １２７７９

犓狅狆狋为最优迭代次数，犔为计算求得的目标值。通过分析比

较，本文提出的多级迭代优化策略能大幅度减少迭代次数，

加快收敛速度，获得更精确的解。图４、图５为配点数狀＝

４０时，传统方法与使用多级迭代优化策略计算下，目标值

的迭代情况。可以看到，使用多级迭代优化策略时，ＳＱＰ

算法能更快的收敛得到最优值，减少计算时间。

表３　目标值与迭代次数

犖
传统方法 多级迭代优化

犓狅狆狋 犔／犿 犓狅狆狋 犔／犿

２０ １４７ ４７３０４７ ８１ ４８３０８７

２５ １９４ ４８３３１６ ８１ ４８５５３５

３０ ２１６ ４８６３５７ １０３ ４８６５５５

３５ ３０６ ４８６２８７ １２６ ４８６５８２

４０ ２７２ ４８６４０１ １５３ ４８６６２１

５０ ４２７ ４８６６０８ １８３ ４８６８４５

图４　传统方法目标值迭代情况

图５　多级迭代优化策略目标值迭代情况

ＳＱＰ算法对伪谱法的离散配点数量敏感，配点数越多

决策变量维度越高，算法收敛时间越长。但配点数过少，

则会影响结果精度。对不同配点数求得的结果，进行反解

常微分方程，结果表明配点数过少时，求得的结果会出现

很大偏差，情况如图６所示。

由于控制变量的不光滑性，使用Ｌａｇｒａｎｇｅ多项式插值，
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图６　配点数对解的影响

在变量变化较大的情况下会出现Ｇｉｐｐｓ现象，造成控制变

量超出边界，情况如图７所示。采用分段三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ插

值方法对控制变量进行插值，能保证光滑性，有效避免Ｇｉ

ｐｐｓ现象与Ｒｕｎｇｅ现象。

图７　ＰＣＨＩＰ插值克服Ｇｉｐｐｓ现象

通过仿真实验，对比本文方法与传统方法求解的状态

变量与俯仰舵偏的飞行状态。结果表明多级迭代优化策略

相比于传统方法，在求解精度和收敛速度上有很大的优势，

图８～１１对比了两种方法下配点数狀＝４０时，状态变量和

俯仰舵偏角的变化情况，虚线为使用传统方法的变化情况。

传统方法求解下，飞行高度与终端条件设置的高度相差大

约１８１８ｍ，速度相差大约０．３ｍａｃｈ。多级迭代优化策略方

法求解下，飞行高度与终端条件设置的高度相差大约８６ｍ，

速度相差大约０．０１ｍａｃｈ。本文方法与传统方法相比，求解

偏差降低了很多，所得结果更加接近最优轨迹。并且在多

级迭代优化策略求解下，飞行器滑翔时间更长，得到的滑

翔水平距离比传统方法远大约２２０ｍ，能获得更远航程，实

现更远距离的投送或打击。通过以上各项指标，证明了本

文提出的多级迭代优化策略的有效性与高效性。

５　结束语

本文提出的多级迭代优化策略有效的结合了伪谱法参

数化最优轨迹控制问题与ＳＱＰ算法求解强约束非线性规划

问题的优势。伪谱法参数化后的ＮＬＰ问题具有大规模、强

约束等特征，直接使用ＳＱＰ算法求解时存在对初值敏感、

收敛速度减慢等问题。多级迭代优化策略，为求解大规模

ＮＬＰ问题提供一个较为有效的初始值，可有效解决ＳＱＰ算

法在求解过程中存在的不足。仿真验证表明，在多级迭代

优化策略下，ＮＬＰ求解算法求解精度更高，计算时间更少。

且该方法在实际工程应用中取得了良好效果。

图８　滑翔轨迹对比图

图９　速度变化对比图

图１０　航迹角变化对比图

图１１　俯仰舵偏变化对比图

随着高超声速技术的发展，全轨迹优化的研究也在火

热进行中，所面对的问题规模将更大，约束性将更强，多

级迭代策略体现的价值也将更大。
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图３　目标观测轨迹图

表１　均方根误差（ＲＭＳＥ）统计结果

均方根误差（ＲＭＳＥ）平均值

传统ＵＫＦ 改进型ＵＫＦ

Ｘ轴 Ｙ轴 Ｘ轴 Ｙ轴

８．５４８５ ２２．６７５８ １．９９１６ ４．３４７８

图４　目标轨迹均方根误差图

　　ＵＫＦ算法的效果很明显。其中，粗大误差对狔轴分量

的影响更大，因此对狔轴分量的补偿效果也更加明显。相

比于传统ＵＫＦ，改进型ＵＫＦ明显增强了ＵＫＦ对粗大误差

的抗干扰能力，使ＵＫＦ更加稳定、准确。

６　结论

本文提出了一种采用基于拉依达法则检测粗大误差并分

类补偿３种粗大误差的改进型无迹卡尔曼滤波算法。将其应

用于目标跟踪，通过对匀加速直线运动双观测目标跟踪的仿

真，结果显示出该改进型算法能有效地增强无迹卡尔曼滤波

对粗大误差的抗干扰能力，实现对目标的准确跟踪。
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