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对脉冲耦合神经网络中被动神经元的

脉冲周期分析
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摘要：研究了离散ＰＣＮＮ中被动神经元的被动脉冲周期，首先定义了动态比较比，而不是逻辑比较来描述神经内状态与动

态阈值之间的线性差异；然后利用动态比较比的最大下限，给出了一个近似准确的被动脉冲周期公式，并通过对估计和实际被动

脉冲周期的误差分析，证明了该公式的合理性；此外，我们从估计的脉冲周期中推导出一个稳定的脉冲周期，从而使神经元可以

连续地在两个不同的时间阶段进行非周期性和周期性的脉冲；此外，还估算了被动神经元开始周期性脉冲的初始阶段，并举例说

明，结果与理论分析一致。

关键词：脉冲耦合神经网络；被动神经元；脉冲周期；动态比较比

犘狌犾狊犲犆狔犮犾犲犃狀犪犾狔狊犻狊狅犳犘犪狊狊犻狏犲犖犲狌狉狅狀狊犻狀狋犺犲犘狌犾狊犲

犆狅狌狆犾犲犱犖犲狌狉犪犾犖犲狋狑狅狉犽

ＨａｏＪｉｎｇｓｈｕａｉ
１，２，ＧａｏＹｕａｎ１

，２，ＣｈｅｎｇＣｈｅｎｇ
３，ＱｉｎＰｉｎｌｅ１

，２，ＷａｎｇＬｉｆａｎｇ
１，２

（１．ＤａｔａＳｃｉｅｎｃｅ＆ＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙＣｏｌｌｅｇｅ，ＮｏｒｔｈＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＣｈｉｎａ１，Ｔａｉｙｕａｎ　０３００５１，Ｃｈｉｎａ；

２．ＳｈａｎｘｉＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＢｉｏｍｅｄｉｃａｌＩｍａｇｉｎｇａｎｄＢｉｇＤａｔａＩｍａｇｉｎｇ，

ＮｏｒｔｈＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＣｈｉｎａ，Ｔａｉｙｕａｎ　０３００５１，Ｃｈｉｎａ；

３．ＢｅｉｊｉｎｇＡｅｒｏｓｐａｃｅＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔａｎｄＣｏｎｔｒｏｌＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙＣｏ．，Ｌｔｄ． ，Ｂｅｉｊｉｎｇ　１０００４０，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：ＩｎｏｒｄｅｒｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｐａｓｓｉｖｅｐｕｌｓｅｐｅｒｉｏｄｏｆｐａｓｓｉｖｅｎｅｕｒｏｎｓｉｎｄｉｓｃｒｅｔｅＰＣＮＮ．Ｆｉｒｓｔ，ｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｒａｔｉｏｉｓ

ｄｅｆｉｎｅｄｔｏｄｅｓｃｒｉｂｅｔｈｅｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｉｎｎｅｒｓｔａｔｅｏｆｔｈｅｎｅｒｖｅａｎｄｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｓｄｅｆｉｎｅｄ．Ｔｈｅｎ，ｕｓｉｎｇｔｈｅ

ｍａｘｉｍｕｍａｎｄｍｉｎｉｍｕｍｏｆｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｒａｔｉｏ，ａｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅａｎｄａｃｃｕｒａｔｅｆｏｒｍｕｌａｆｏｒｔｈｅｐａｓｓｉｖｅｐｕｌｓｅｐｅｒｉｏｄｉｓｇｉｖｅｎ．Ｉｎ

ａｄｄｉｔｉｏｎ，ｗｅｄｅｒｉｖｅａｓｔａｂｌｅｐｕｌｓｅｐｅｒｉｏｄｆｒｏｍｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｄｐｕｌｓｅｐｅｒｉｏｄ，ｓｏｔｈａｔｔｈｅｎｅｕｒｏｎｃａｎｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙｃａｒｒｙｏｕｔｎｏｎ－ｐｅｒｉｏｄｉｃ

ａｎｄｐｅｒｉｏｄｉｃｐｕｌｓｅｓｉｎｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓｔａｇｅｓ．Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｐｈａｓｅｏｆｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃｐｕｌｓｅｏｆｔｈｅｐａｓｓｉｖｅｎｅｕｒｏｎｉｓｅｓｔｉｍａｔｅｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｐｕｌｓｅｃｏｕｐｌｅｄｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ；ｐａｓｓｉｖｅｎｅｕｒｏｎ；ｐｕｌｓｅｃｙｃｌｅ；ｄｙｎａｍｉｃｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｒａｔｉｏ

０　引言

对猫［１２］和豚鼠［３］等小型哺乳动物视觉皮质的研究结果

表明，皮质神经元在类似刺激下可以同步脉冲。埃克霍恩

等人提出了一种链接域模型来模拟这种机制，并将其应用

于图像处理［４］。由于连续时间具有相当大的非线性，约翰

逊修等人［５６］改了埃克霍恩的神经元模型，提出了一种用于

图像处理的脉冲耦合神经网络 （ＰＣＮＮ）。与多层神经网络

（如循环神经网络［７］）不同，ＰＣＮＮ是一种单层网络，类似

于Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络
［８］和Ｃｏｈｅｎ－Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ神经网络

［９１０］。

此外，ＰＣＮＮ中的一个神经元与邻近的神经元 （如细胞神

经网络［１１］）局部相连。据认ＰＣＮＮ可以在迭代过程中将图

像中的每个像素编码成一系列脉冲，并基于强度相似性和

空间接近性，利用归一化方法对像素进行分组。因此，ＰＣ

ＮＮ对猫和豚鼠等小型哺乳动物视觉皮质的研究结果表明，

皮质神经元在类似刺激下可以同步脉冲。埃克霍恩等。提

出了一种链接域模型来模拟这种机制，并将其应用于图像

处理。由于连续时间具有相当大的非线性，约翰逊修改了

埃克霍恩的 神经元模型，提出了一种用于图像处理的脉冲

耦合神经网络 （ＰＣＮＮ）。与多层神经网络 （如循环神经网

络）不同，ＰＣＮＮ是一种单层网络，类似于 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经

网络和Ｃｏｈｅｎ－Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ神经网络。此外，ＰＣＮＮ中的一

个神经元与邻近的神经元 （如细胞神经网络）局部相连。

认为ＰＣＮＮ可以在迭代过程中将图像中的每个像素编码成

一系列脉冲，并基于强度相似性和空间接近性，利用归一

化方法对像素进行分组。因此，ＰＣＮＮ 适用于图像分

割［１２１６］、图像融合［１７２０］特征提取［２１４２］等图像处理。

特别是，它是一个非线性系统［２５］，不仅适用于神经网

络，而且适用于每个神经元。然而，作为输出反馈［２６］，图

像处理中神经元之间的脉冲耦合是通过使用几乎固定的局
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部突触来实现的，并且不考虑随机系统［７１１，２７３０］中存在的随

机时滞。选择合适的ＰＣＮＮ神经元参数是获得更好的图像

处理性能的关键，它直接依赖于对ＰＣＮＮ神经元正确的理

解和对其工作方式的有效分析。文献 ［３１］在假定神经内

部状态是固定的前提下对脉冲周期进行了分析，得到了一

个稳定的周期。通过严格的数学分析，文献 ［３２ ３３］证明

了ＰＣＮＮ神经元与真实生物细胞的一致性。Ｂｒｅｓｓｌｏｆｆ和

Ｃｏｏｍｂｅｓ
［３４］对强耦合神经元的动态行为进行了研究，发现

随着耦合强度的增加，神经元的稳定阶段将不稳定。Ｂｕｒ

ｋｉｔｔ等人
［３５］研究了神经元群同步行为和平均刺激之间的联

系，注意到在这些工作中对ＰＣＮＮ的分析是持续进行的并

且基于一些假设。此外，在离散时间内，Ｙｕ等人
［３６］研究神

经元如何改变固定脉冲周期条件的阈值，推导了被动神经

元脉冲的时间相位和周期［３７］，得到了不完全的解析公式。

分析了简化后的神经网络的神经脉冲周期和捕获特性［３８］。

假设反馈衰减系数和动态阈值相同，则推导出脉冲周期［３９］。

然而，这些分析并没有考虑ＰＣＮＮ内部状态和阈值之间的

逻辑比较所产生的整数转换的量化效应。因此，这些分析

结果总是不准确的。

本文对无源ＰＣＮＮ神经元在离散时间内的脉冲周期进

行了分析，得到了无源脉冲周期的解析估计。其主要贡献

是：１）通过定义比较比率而不是ＰＣＮＮ中的逻辑比较，给

出了一个近似准确的被动ＰＣＮＮ神经元的估计被动周期；

２）分析并证明了估计被动周期和实际被动周期之间的误

差；３）推导了神经元开始脉冲的初始阶段，并给出了一个

稳定的初始阶段。脉冲周期；４）给出了一些实验实例来验

证对ＰＣＮＮ的分析。

本文的其余部分组织如下。在第二节中，我们回顾了

ＰＣＮＮ以及如何改变被动ＰＣＮＮ神经元的内部状态。然后

在第三节中对被动脉冲周期进行了详细的分析。在第４节

中执行了一些验证我们的分析的示例。最后，结论显示在

第５节。

２　脉冲耦合神经网络

ＰＣＮＮ中的神经元由两个通道组成。与此不同的是，Ｆ

通道不仅接收来自邻近区域的耦合脉冲 Ｙ，还接收外部刺

激Ｓ，而Ｌ通道只接收耦合脉冲。此外，在微分方程
［３０，４０］的

描述中，两个通道的输出在每次迭代时都呈指数衰减。

犉（狀）＝犞
犉犢（狀－１）犠 ＋犉（狀－１）犲

－α
犉

＋犛 （１）

犔（狀）＝犞
犔犢（狀－１）犕＋犔（狀－１）犲

－α
犔

（２）

　　其中：狀是神经元的当前迭代；犞
犉 和α

犉 分别是犉 通道

的大小和衰减系数，类似犞犔 和α
犔 于犔；犠 和犕 分别表示

犉 和犔相邻的局部突触。然后使用两个通道输出进行调制

以产生内部状态，然后：

犝（狀）＝犉（狀）［１＋β犔（狀）］ （３）

　　其中：β表示连接强度。

当满足内部状态和动态阈值的逻辑比较时，ＰＣＮＮ中

的脉冲发生器将输出一个脉冲。

犢（狀）＝
１，

０｛，
犝（狀）＞θ（狀）

狅狋犺犲狉狑犻狊犲
（４）

　　其中：θ（狀）是动态阈值，如下所示：

θ（狀）＝犲
－α

θ

（狀－１）＋犞θ犢（狀－１） （５）

　　具有系数α
θ的动态阈值在迭代中也呈指数衰减。然而，

一旦神经元脉冲，因为有一个大幅度的犞θ，阈值将急剧

增加。

ＰＣＮＮ中的神经元在相邻脉冲和外界刺激的耦合作用

下，将持续地脉冲，但由于外界刺激的存在，只接受外界

刺激的神经元也能持续地脉冲。为了区分这两种情况，我

们分别将前、后两种情况下的神经元称为主动神经元和被

动神经元，分别描述相邻两种情况下耦合脉冲的存在和缺

失。值得注意的是，上述ＰＣＮＮ不考虑随机时滞或随机噪

声等随机因素，如以下某些随机系统［７１１，２５３０，４０］。

假设１：ＰＣＮＮ神经元中犔的初始状态为零，即犔 （０）

＝０。

犝（狀）＝犉（狀） （６）

　　其犔通道输出为：

犉（狀）＝犉（狀－１）犲－α
犉

＋犛 （７）

　　从式 （７）开始，我们可以将式 （６）改写为：

犝（狀）＝犝（狀－１）犲－α
犉

＋犛 （８）

　　结论１：被动神经元只呈现一个接受外源性刺激的通

道，可以用式 （４）、（５）和 （８）来描述。

假设２：被动神经元内部状态的初始状态为零，即犝

（０）＝０。

论点１：假设２下，被动神经元的内部状态满足：

犝（狀）＝
犛（１－犲－

狀α
犉

）

１－犲
－α

犉

　　证明：从假设２和式 （８），我们得到：

犝（１）＝犛

犝（２）＝犉（１）犲－α
犉

＋犛＝犛（１＋犲－α
犉

）

　　类似的，狀＝３，４，５，．．．

犝（狀）＝犛（１＋犲－α
犉

＋犲
－２α

犉

＋…＋犲－
（狀－１）α

犉

）＝
犛（１－犲－

狀α
犉

）

１－犲
－α

犉

　　这就完成了证明。

３　被动脉冲周期分析

被动脉冲周期是反映ＰＣＮＮ中被动神经元的脉冲频率

如何随外界刺激的不同和神经参数的不同而变化的，也可

以揭示神经元如何工作。为了方便、准确地分析下一节中

被动神经元的脉冲周期，在定义１给出了被动脉冲周期。

定义１．将狀犿和狀犿＋１表示为时间阶段，此时被动神经元

分别在迭代期间犿 和犿＋１时间点进行脉冲 。所以在狀犿＋１

处的被动脉冲周期可表示为：

犜（狀犿＋１）＝狀犿＋１－狀犿 （９）

３１　实际被动脉冲周期

假设一个ＰＣＮＮ神经元分别在狀犿 和狀犿＋１ 处脉冲。从
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（５）开始，我们有：

θ（狀犿＋１）＝θ（狀犿＋１）犲
－（狀犿＋１－狀犿－１）α

θ

＝ θ（狀犿）犲
－α

θ

＋犞［ ］
θ犲－

（狀
犿＋１－狀犿－１）α

θ

　　从式 （４）考虑到犝（狀犿＋１）≈θ（狀犿＋１），我们得到：

犜（狀犿＋１）＝狀犿＋１－狀犿 ＝

１

α
θｌｎ
θ（狀犿）犲

－α
θ

＋犞
θ

犝（狀犿＋１［ ］） ＋１ （１０）

　　另一方面，利用式 （４）中犝（狀）和θ（狀）之间的逻辑比

较来确定神经元是否脉冲，导致难以进一步分析式 （９）。

因此，我们现在定义：

θ（狀犿）＝δ犝（狀犿） （１１）

　　其中，δ∈（０，１）称为动态比较比，用来描述迭代中犝（狀）

和θ（狀）之间的线性差异。然后式 （６）可以改写为使用式

（９）：

犜（狀犿＋１）＝
１

α
θｌｎ
δ犝（狀犿）犲

－α
θ

＋犞
θ

犝（狀犿＋１［ ］） ＋１ （１２）

３２　估计被动脉冲周期

虽然式 （１１）中的动态比较比δ在０～１之间，但我们

可以在假设１和论点２下得到更精确的动态范围。

论点２：比较比δ满足：

犲－α
犉

－犲
－狀犿α

犉

犲α
θ

－α
犉

（１－犲－
狀
犿α
犉

）
δ＜１

　　证明：从式 （４）和式 （５）中可以得出，神经元的内

部状态与动态阈值之间的关系满足以下约束条件：

犝（狀犿）＞θ（狀犿） （１３ａ）

犝（狀犿－１）＜θ（狀犿－１） （１３ｂ）

　　从式 （１３ａ）和式 （１１）我们很容易得出：

δ＜１ （１４）

　　因为：

犝（狀犿）＝犝（狀犿－１）犲
－α

犉

＋犛

　　根据式 （８），和从 （５）改写的：

θ（狀犿）＝θ（狀犿－１）犲
－α

θ

，我们把 （１３－ｂ）重写为犝（狀犿）

－犛＜θ（狀犿）犲
α
θ

－α
犉

鉴于式 （１１），我们有：

δ＞
犝（狀犿）－犛

犝（狀犿）犲
α
θ

－α
犉 （１５）

　　使用论点１简化式 （１５），然后得到：

δ＞
犲－α

犉

－犲
－狀犿α

犉

犲α
θ

－α
犉

（１－犲－
狀
犿α
犉

）
（１６）

　　因此，式 （１４）和 （１６）完成证明。

推论１．在论点２和一些狑．狉．狋．狀犿 约束下，我们可以进

一步接近更精确的δ动态范围：

１）０＜δ＜１，为狀犿 ≥１；

２）
犲－α

θ

１＋犲
－α

犉 ＜δ＜１，为狀犿 ≥２；

３）犲－α
θ

＜δ＜１，为狀犿 →＋∞

结论２：从推论１可以看出，随着狀犿 的增加，δ的下限

从０增加到犲－α
θ

。

如果存在狀狊＋∞ 时，被动神经元开始周期性地脉冲，

由于相同的脉冲周期和结论２，在狀狊和随后的脉冲迭代时的

动态比较比δ′将接近于在＋∞ 时的动态比较比。因此，我们

可以反过来选择δ＝犲
－α

θ

在狀犿→＋∞处的下限作为其他脉冲

周期稳定的脉冲迭代的 估计动态比较比。此外，由于狀狊更

接近狀狋，狀狋＜狀狊，我们也可以使用δ＝犲
－α

θ

作为狀狋处的估计

动态比较比。因此，从式 （１２）开始，被动神经元的估计

被动脉冲周期可以表示为：

犜犈（狀犿＋１）＝
１

α
θｌｎ
犝（狀犿）犲

－２α
θ

＋犞
θ

犝（狀犿＋１［ ］） ＋１ （１７）

　　然后利用定理１进一步计算估计的无源脉冲周期。

定理１：被动神经元的估计被动脉冲周期满足：

犜犈（狀犿＋１）＝
１

α
θｌｎγ犲

－２α
θ

＋
λ犞

θ

（ ）［ ］犛
＋１

　　其中：

γ＝
１－犲

－狀犿α
犉

１－犲
－狀犿＋１α

犉，λ＝
１－犲

－α
犉

１－犲
－狀犿＋１α

犉

　　证明：从论点１，我们有：

犝（狀犿）＝
犛（１－犲－

狀
犿α
犉

）

１－犲
－α

犉 （１８）

犝（狀犿＋１）＝
犛（１－犲－

狀
犿＋１α

犉

）

１－犲
－α

犉 （１９）

　　通过使用式 （１８）和 （１９）简化式 （１７），我们很容易

得到：

犜犈（狀犿＋１）＝
１

α
θｌｎγ犲

－２α
θ

＋
λ犞

θ

（ ）［ ］犛
＋１

其中：

γ＝
１－犲

－狀犿α
犉

１－犲
－狀犿＋１α

犉，λ＝
１－犲

－α犉

１－犲
－狀犿＋１α

犉

　　推论２：在定理１的假设下，估计的被动脉冲周期将接

近一个稳定周期：

犜犈 ＝
１

α
θｌｎ犲

－２α
θ

＋
犞θ（１－犲－α

犉

）

［ ］［ ］犛
＋１

狀犿 → ∞ 时

　　从推论２可以看出，随着狀犿 的增加，被动神经元的被

动脉冲周期估计值趋于稳定。在实践中，估计的被动脉冲

周期将稳定在狀犿 ＋∞ ，这将在第３．４中得到证明。

３３　估计脉冲周期和实际脉冲周期之间的误差

定理２：估计脉冲周期和实际脉冲周期之间的误差

满足：

犜犈（狀犿＋１）－犜（狀犿＋１）＝ε∈ ｛狊狘狊＝－１，０｝ （２０）

δ≥犲
－α

θ

时

　　证明：定义一个以δ作为自变量的函数：

犳（δ）＝
１

α
θｌｎ
δ犝（狀犿）犲

－α
θ

＋犞
θ

犝（狀犿＋１）
（２１）

　　由于犳（δ）是单调递增的，证明狑．狉．狋．（２０）可转换为证

明以下不等式：

ε１＝犳（１）－犳（犲
－α

θ

）＜１ （２２）

ε１＝
１

α
θｌｎ

犝（狀犿）犲
－α

θ

＋犞
θ

犝（狀犿＋１［ ］） －
１

α
θｌｎ
犲－２α

θ

犝（狀犿）＋犞
θ

犝（狀犿＋１［ ］） ＝
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１

α
θｌｎ

犝（狀犿）犲
－α

θ

＋犞
θ

犝（狀犿）犲
－２α

θ

＋犞［ ］θ ＝
１

α
θｌｎ

犝（狀犿）犲
－α

θ

＋犞
θ

犝（狀犿）犲
－α

θ

＋犞
θ犲α［ ］θ ＜

１

α
θｌｎ犲

α
θ犝（狀犿）犲

－α
θ

＋犞
θ

犝（狀犿）犲
－α

θ

＋犞［ ］θ ＝１
　　因此得到：

犳（１）－［犳（犲
－α

θ

）］＝ ｛狊狘狊＝０，１｝ （２３）

　　基于式 （１２）和定理１，在满足δ≥犲
－α

θ

时我们有：

ε＝犜犈（狀犿＋１）－犜（狀犿＋１）＝ ［犳（犲
－α

θ

）］－［犳（δ）］

［犳（犲
－

θ

）］－［犳（１）］≤ε≤０

　　从式 （２３），我们得到：

ε∈ ｛狊狘狊＝－１，０｝，δ≥犲
－α

θ

３４　具有稳定脉冲周期的初始相位

定理３．假设２，ＰＣＮＮ中的神经元在以下式子或之后

会以稳定周期犜犈 脉冲：

犖狊∈ ｛狀狘狀＝犖１，犖１＋１，．．．，犖１＋犜犈－１｝

对于犖１∈犚
＋ 犖２犚

＋ （２４ａ）

犖狊∈ ｛狀狘狀＝犖２＋１，犖２＋２，．．．，犖２＋犜犈｝

对于犖１犚
＋犖２∈犚

＋ （２４ｂ）

　　其中：

犖１＝
１

α
犉ｌｎ
犛（犲

（犜
犈－１）α

θ

－犲
犜
犈α
犉

－２α）

［ ］μ

μ＝犛（犲
（犜

犈－１）α
θ

－犲
－２α

θ

）－犞θ（１－犲－α
犉

）

犖２＝
犛犲－２α

θ

（犲犜犈－α
θ

－犲
犜
犈α
犉

）

［ ］η

η＝犛犲
－２α

θ

（犲犜犈α
θ

－１）－犞θ（１－犲－α
犉

）

　　证明：根据定理２和推论１，一个具有稳定被动周期

犜犈 的神经元脉冲，其必要和充分条件是：

犜犈（狀犿＋１）－犜犈 ＝０


１

α
θｌｎγ犲

－２α
θ

＋
λ犞

θ

（ ）［ ］犛
＝犜犈－１

犜犈－１≥
１

α
θｌｎγ犲

－２α
θ

＋
λ犞

θ

（ ）犛
（２５ａ）

犜犈－２＜
１

α
θｌｎγ犲

－２α
θ

＋
λ犞

θ

（ ）犛
（２５ｂ）

　　对于 （２５ａ），我们有：

（犜犈－１）α
θ
≥犾狀 γ犲

－２α
θ

＋
λ犞

θ

（ ）犛
犛犲

（犜
犈－１）α

θ

≥γ犛犲
－２α

θ

＋λ犞
θ

（２６）

　　其中：

γ＝
１－犲

－狀犿α
犉

１－犲
－狀犿＋１α

犉

λ＝
１－犲

－α
犉

１－犲
－狀犿＋１α

犉

　　考虑到狀犿 ＝狀犿＋１－犜犈 ，式 （２６）的右边可以表示为：

犛犲－２α
θ

（１－犲－
（狀
犿＋１－犜犈）α

犉

）＋犞θ（１－犲－α
犉

）

１－犲
－狀犿＋１α

犉

　　然后 （２６）可以写为：

犞θ（１－犲－α
犉

）≤犛犲
（犜

犈－１）α
θ

（１－犲－
狀
犿＋１α

犉

）－犛犲－
２α
θ

（１－犲－
（狀
犿＋１－犜犈）α

犉

）

犞θ（１－犲－α
犉

）≤犛犲
（犜

犈－１）α
θ

－犛犲
－２α

θ

－犛犲
（犜

犈－１）α
θ

犲－狀犿＋１α
犉

＋

犛犲－２α
θ

犲－
（狀
犿＋１－犜犈）α

犉

犲
－狀犿＋１α

犉

犛（犲
（犜

犈－１）α
θ

－犲
犜
犈α
犉

－２α
θ

）≤

犛（犲
（犜

犈－１）α
θ

－犲
－２α

θ

）－犞θ（１－犲－α
犉

）

犲狀犿＋１α
犉

≥
犛（犲

（犜
犈－１）α

θ

－犲
犜
犈α
犉

－２α
θ

）

μ
狀犿＋１≥

１

α
犉ｌｎ
犛（犲

（犜
犈－１）α

θ

－犲
犜
犈α
犉

－２α
θ

）

μ

　　其中：

μ＝犛（犲
（犜

犈－１）α
θ

－犲
－２α

θ

）－犞（１－犲－α
犉

）

假设狀犿＋１是一个正整数，那么：

狀犿＋１≥犖１ （２７）

　　其中：

犖１＝
１

α
犉ｌｎ
犛（犲

（犜
犈－１）α

θ

－犲
犜
犈
α
犉

－２α
θ

）

［ ］μ
（２８）

　　这意味着在式 （２３）中，被动神经元在犖１ 或之后会以

稳定周期犜犈 脉冲。

同样地，对于 （２５ａ），我们有：

犛犲
（犜

犈－２）α
θ

＜γ犛犲
－２α

θ

＋λ犞
θ
犞

θ（１－犲－α
犉

）＞

犛犲
（犜

犈－２）α
θ

（１－犲－
狀
犿＋１α

犉

）－犛犲－
２α
θ

（１－犲－
（狀
犿＋１－犜犈）α

犉

）

犞
θ（１－犲－α

犉

）＞犛犲
（犜

犈－２）α
θ

－犛犲
－２α

θ

－

犛犲
（犜

犈－２）α
θ

犲－狀犿＋１α
犉

＋犛犲
－２α

θ

犲－
（狀
犿＋１－犜犈）α

犉

犲
－狀犿＋１α

犉

犛（犲
（犜

犈－２）α
θ

－犲
犜
犈α
犉

－２α
θ

）＞

犛（犲
（犜

犈－２）α
θ

－犲
－２α

θ

）－犞θ（１－犲－α
犉

）

犲
狀
犿＋１α

犉

＜
犛犲－２α

θ

（犲犜犈α
θ

－犲
犜
犈α
犉

）

η

　　其中：

η＝犛犲
－２α

θ

（犲犜犈α
θ

－１）－犞θ（１－犲
－α

犉

）

　　然后得到：

狀犿＋１≤犖２ （２９）

　　其中：

犖２＝
犛犲－２α

θ

（犲犜犈－α
θ

－犲
犜
犈α
犉

）

［ ］η
（３０）

　　注意到式 （２８）可能导致负整数或复数，即犖１ 犚
＋，

而犖２是正整数，即犖２∈犚
＋。这意味着被动神经元不能从犖１

开始以稳定时间犜犈 脉冲；换句话说，在犖２之后，神经元将以

犜犈 周期性脉冲。因此，具有犜犈 的初始相位满足：

犖狊∈ ｛狀狘狀＝犖２＋１，犖２＋２，．．．，犖２＋犜犈｝

　　在犖１犚
＋犖２∈犚

＋

同样，当犖１为正整数时，式 （３０）中的犖２ 也可以是

负整数或复数。即，犖１ ∈犚
＋ 。也就是说，被动神经元可

以从：

犖狊∈ ｛狀狘狀＝犖１，犖１＋１，．．．，犖１＋犜犈－１｝

　　在犖１∈犚
＋ 犖２犚

＋

结论３：根据定理３，有一个理想的初始相位犖狊 ＋

∞，从中被动神经元可以开始周期性地脉冲。

结论４：根据推论２，利用期望的初始相位犖狊，被动

ＰＣＮＮ神经元的迭代可以依次分为两个时间阶段：非周期

和周期阶段。

根据定理１和推论２，如果α
犉
→＋∞ ，估计的被动脉

冲周期及其稳定周期将是：

ｌｉｍ
α
犉

→＋∞

犜犈 ＝ ｌｉｍ
α
犉

→＋∞

犜犈（狀犿＋１）＝
１

α
θｌｎ犲

－２α
θ

＋
犞θ

［ ］［ ］犛
＋１（３１）
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　　此外，当α
犉
→＋∞ 时，定理３中犖１和犖２将是负整数

或复数，这样由于迭代中只存在周期性相位，被动神经元

将从一开始就周期性地脉冲。实际上，在这种情况下，被

动神经元的Ｆ通道输出将固定为外部刺激Ｓ。因此，在一些

修正版本中［１９，２１２２，２４］，通过将Ｆ通道简化为外部激励，将

ＰＣＮＮ简化，显然，修正版本的ＰＣＮＮ在迭代中只保持周

期性阶段。

４　实验分析

本节通过数值模拟验证了理论结果的有效性，用式

（４）～ （５）和 （７）描述了ＰＣＮＮ中的被动神经元。因此，

在下面的示例中设置５个参数，即α
犉，αθ，犞θ，犛和θ（０）。

图１　例１中α
θ
＝０．０５的动态比较比

图２　例１中的实际和估计被动脉冲周期α
θ
＝０．０５

例１．神经参数α
犉
＝０．０３，αθ＝０．０５，犞θ ＝８，Ｓ＝０．４，

θ（０）＝０．２。在图１中，除了第二个脉冲迭代外，所有脉冲

迭代的动态比较比大于δ＝犲
－α

θ

＝０．９５１２３，作为动态比较

比的最大下限。根据定理２，实际被动脉冲周期犜 （狀）和

估计被动脉冲周期犜犈（狀）之间的误差ε在－１～０之间。事

实上，这一事实如图２所示。此外，根据定理２和３的计

算，稳定被动脉冲周期犜犈为１６，犖１＝１０３，犖２是一个复数。

从图２可以看出，被动神经元可以在犖狊＝１０９时开始与犜犈

一起脉冲，这也满足定理３中的 （２４ａ）。

在期望的时间相位犖狊之后，图２中的实际被动周期呈

现绝对误差，在前后周期之间为１。因此，在这种情况下，

虽然估计被动脉冲周期在犖狊后是稳定的，但实际被动脉冲

周期仅在犖狊后接近稳定。然而，如果我们选择α
θ
＝０．０６，

如图３所示，神经元将在随后的期望初始阶段以犜犈 ＝１４完

全周期性地脉冲。

例２．假设神经参数为α
犉
＝０．０３，αθ＝０．０２９，犞θ＝８，Ｓ

＝０．４，θ（０）＝０．４，根据定理３可以产生正犖１＝２３和负犖２

＝－１３，稳定脉冲周期犜犈为推论２的１６。注意，根据定理

３，除了第一个周期，即使第二个和第三个动态比较比低于

图５中动态比较比的最大下限，也可以在图４中达成一致。

此外，根据图４和定理３正确地给出了初始相位。

例３．将参数设置为α
犉
＝０．０５，αθ＝０．０３，犞θ＝８，Ｓ＝

０．４，θ（０）＝０．４，这样根据定理３得到犖１是复数，犖２＝６６。

图６所示的结果服从定理２和３。犜犈（狀）和犜（狀）之间的误差

为－１或０，但由于图７中犲－α
θ

＝０．９７０４５的值较低，因此第

一个周期的误差为２。

例４．参数为α
犉
＝０．０３，αθ＝０．０２８５８，犞θ＝８，Ｓ＝０．４，

θ（０）＝０．２，由此得出推论２和定理３的犜犈＝１７，犖１＝－６１

，犖２ ＝１６４。显然，根据论点２和推论１得到的图９所示的

动态比较比，不仅是推论２的估计稳定周期犜犈 ，定理２的

估计被动周期和实际被动周期之间的误差，而且定理３的

初始相位犖狊∈ ［１６５，１８１］与图８所示的结果吻合得很好。

图３　例１中的实际和估计被动脉冲周期α
θ
＝０．０６

图４　例２中的实际和估计被动脉冲周期

图５　例２中的动态比较比
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图６　例３中的实际和估计被动脉冲周期

图７　例３中的动态比较比

图８　例４中的实际和估计被动脉冲周期

图９　例４中的动态比较比

例５．与其他随机系统
［２９］一样，ＰＣＮＮ中的随机噪声也

会对外部刺激产生干扰，为了研究随机噪声对被动神经元

被动脉冲周期的稳定性，我们设置了与例３相同的参数，

而外部刺激则是由不同信噪比的高斯白噪声 （犛犖犚）产生

的。由图１０所示的结果可知，当被动神经元的外部刺激不

受干扰或受较小噪声 （如犛犖犚＝２０或３０）的干扰时，在经

过一些迭代后，被动神经元可以产生一个几乎稳定的真实

被动脉冲周期，且这些周期之间的绝对差最多为１ （见图

１０）。然而，当外部刺激受到较大噪声 （如犛犖犚＝１０）的干

扰时，实际被动脉冲周期在任何迭代中都不稳定。因此，

对于较小噪声，被动ＰＣＮＮ神经元将周期性地在周期性相

位中脉冲，而对于较大噪声，神经元将在所有相位中非周

期性地脉冲。

图１０　例５中具有不同随机噪声的实际被动脉冲周期

５　结论

本文研究了离散ＰＣＮＮ中被动神经元的被动脉冲周期。

通过定义的动态比较比，而不是神经内状态与动态阈值之

间的逻辑比较，给出了一个近似准确的被动脉冲周期公式，

使得估计和实际被动脉冲周期之间的误差为－１或０。此

外，由于被动神经元没有稳定周期，因此估计了一个初始

阶段，从中被动神经元可以在这个稳定周期内开始周期性

脉冲。文中给出了一些例子，并与被动神经元的相关分析

结果相一致。
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