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一种三自由度冗余驱动并联机器人控制研究
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摘要：并联机器人一般由多条运动轴组成，具有响应快、刚性好、精度高等优点，但是由于其机械结构的复杂性导致其也存

在着明显缺点，如各支链之间存在相互耦合使得工作区域内存在奇异位形，加入冗余度可以消除奇异位形从而改善它的几何特

性，冗余并联机器人作为一种新型的机器人形式得到了越来越多的重视，基于三自由度冗余驱动并联机器人提出一种控制研究方

法，主要从冗余并联机器人的运动学模型、工作空间、ＭＡＴＬＡＢ仿真及其控制软件开发等主要方面进行了深入细致的研究。
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０　引言

并联机器人作为近年来机器人研究热点之一，目前其

应用几乎涉及现代尖端技术的各个领域［１］，如应用于航空

航天的运载工具模拟器、卫星跟踪系统及飞船对接器等，

从机构选型角度看，凡是需要把转动、移动或其复合运动

转化成空间复杂运动的场合都有应用并联机器人机构的潜

在可能性。从这一角度讲，并联机器人在未来获得更为广

泛的应用是毋庸置疑的。

三自由度冗余驱动并联机器人作为一种创新型并联机

器人，是一个由三个并行链构成的闭链运动系统，即末端

执行器通过三个独立运动链与机座相连。其结构上具有低

惯量、大负载能力、高速高精度等优点，而且在工作空间

中没有奇异位形，运动学性能和动力学性能均优于非冗余

机构，在精密仪器、现代机床、高速自动化生产线等领域

有着广阔的应用前景。

１　系统运动学分析

机器人控制就是控制机器人各连杆、各关节等彼此之

间的相对位置和各连杆、各关节的运动速度以及输出力的

大小，因此下面进行三自由度冗余驱动并联机器人的运动

学分析［２４］。

并联机器人运动学分析主要包括运动学正解分析、运

动学反解分析及工作空间确定，运动学分析是并联机器人

轨迹规划控制中的研究重点，由于并联机器人比较特殊的

机械结构 （相对于串联型机器人），使得其每个运动轴之间

存在相互耦合关系，这也直接导致了并联机器人在某些工

作区域内存在着奇异位形，所以并联机器人相对于串联机

器人的运动学分析更为复杂。

１１　几何参数

如图１所示，三自由度冗余驱动并联机器人平台主要

由三对连杆组成，每一对连杆 （犃犃’和犃’犈，犅犅’和犅’

犈，犆犆’和犆’犈）构成一只手臂，每一对连杆 （手臂）中

的第一根连杆为驱动连杆 （犃犃’，犅犅’，犆犆’），第二根连

杆为从动连杆 （犃’犈，犅’犈，犆’犈），三套驱动电机安装

在驱动连杆的起始端 （犃，犅，犆），三套驱动电机分布在一

个正三角形顶点上 （边长为５００ｍｍ），三根从动连杆末端

连接为一个活动关节点犈 （称为末端犈），末端犈上安装有

工具 （笔架），连杆长：犔＝｜犃犃’｜＝｜犃’犈｜＝｜犅犅’

｜＝｜犅’犈｜＝｜犆犆’｜＝｜犆’犈｜＝２４４ｍｍ，驱动电
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机间距离：犇＝｜犃犅｜＝｜犅犆｜＝｜犆犃｜＝５００ｍｍ。

图１　三自由度冗余驱动并联机器人机构示意图

１２　坐标系建立

建立如上图１所示坐标系：取与犃犅平行且过犃犅犆 中

心方向为坐标系犡 轴，犃犅的中垂线为犢 轴 （犆点在犢 轴

上，犢 轴经过三角形△犃犅犆的重心）；三根驱动连杆犃犃’，

犅犅’，犆犆’与坐标系犡轴方向夹角 （驱动电机的转角）分

别记为狇１，狇２，狇３；根据以上坐标系，驱动电机关节犃，

犅，犆点的直角坐标位置固定：

犃点（狓犃，狔犃）：狓犃 ＝－２５０，狔犃 ＝－１４４．３３７６

犅点（狓犅，狔犅）：狓犅 ＝２５０，狔犅 ＝－１４４．３３７６

犆点（狓犆，狔犆）：狓犆 ＝０，狔犆 ＝犇ｓｉｎ６０
０
≈２８８．

烅

烄

烆 ６７５１

（１）

１３　运动学正解

已知三个驱动电机的角度狇１，狇２，狇３，求解工具末端犈

在直角坐标系中的坐标 （狓犈，狔犈）。

１）驱动连杆末端犃，犅，犆在直角坐标系中的坐标：

狓犃′ ＝狓犃＋犔·ｃｏｓ狇１

狔犃′ ＝狔犃＋犔·ｓｉｎ狇１

狓犅′ ＝狓犅＋犔·ｃｏｓ狇２

狔犅′ ＝狔犅＋犔·ｓｉｎ狇２

狓犆′ ＝狓犆＋犔·ｃｏｓ狇３

狔犆′ ＝狔犆＋犔·ｓｉｎ狇

烅

烄

烆 ３

（２）

　　２）根据两点间距离公式和｜犃’犈｜＝｜犅’犈｜＝｜

犆’犈｜＝犇得到联立方程 （没有利用连杆长度信息）：

（狓犃′－狓犈）
２
＋（狔犃′－狔犈）

２
＝ （狓犅′－狓犈）

２
＋（狔犅′－狔犈）

２

（狓犆′－狓犈）
２
＋（狔犆′－狔犈）

２
＝ （狓犅′－狓犈）

２
＋（狔犅′－狔犈）｛ ２

（３）

　　３）令犃’，犅’，犆’点到坐标系原点距离的平方记为：

犝 ＝狓犃′
２
＋狔犃′

２

犞 ＝狓犅′
２
＋狔犅′

２

犠 ＝狓犆′
２
＋狔犆′

烅

烄

烆
２

（４）

　　４）最后求解得到运动学正解方程：

狓犈 ＝
１

２
·

犝·（狔犅′－狔犆′）＋犞·（狔犆′－狔犃′）＋犠·（狔犃′－狔犅′）

狓犃′·（狔犅′－狔犆′）＋狓犅′·（狔犆′－狔犃′）＋狓犆′·（狔犃′－狔犅′）

狔犈 ＝－
１

２
·

犝·（狓犅′－狓犆′）＋犞·（狓犆′－狓犃′）＋犠·（狓犃′－狓犅′）

狓犃′·（狔犅′－狔犆′）＋狓犅′·（狔犆′－狔犃′）＋狓犆′·（狔犃′－狔犅′

烅

烄

烆 ）

（５）

１４　运动学反解

已知工具末端犈在直角坐标系中的坐标，求解三个驱

动电机的角度狇１，狇２，狇３，根据三角关系可以推出 （角度转

化到 ［０，３６０°］）：

狇１＝２π－（∠犃′犃犈－∠犗犃犈）＝

犪ｔａｎ２（狔犈－狔犃，狓犈－狓犃）－ｃｏｓ
－１狘犃犈狘
２犔

狇２＝ ∠犡犅犈－∠犅′犅犈 ＝

犪ｔａｎ２（狔犈－狔犅，狓犈－狓犅）－ｃｏｓ
－１狘犅犈狘
２犔

狇３＝ ∠犡′犆犈－∠犆′犆犈 ＝

２π＋犪ｔａｎ２（狔犈－狔犆，狓犈－狓犆）－ｃｏｓ
－１狘犆犈狘
２

烅

烄

烆 犔

（６）

　　其中：

狘犃犈狘＝ （狔犈－狔犃）
２
＋（狓犈－狓犃）槡

２

狘犅犈狘＝ （狔犈－狔犅）
２
＋（狓犈－狓犅）槡

２

狘犆犈狘＝ （狔犈－狔犆）
２
＋（狓犈－狓犆）槡

２ （７）

　　计算得到当并联机器人工具末端处于直角坐标系中

（０，０）时通过运动学反解计算
［５］得到此时三个驱动关节

角度：

狇１＝－２３．７３３１，狇２＝９６．２６６９，狇３＝２１６．２６６９

可以看出三个关节角度间相差均为１２０度，此时并联

机器人三对连杆处于对称分布结构，我们一般将此时末端

所处的位置作为机器人机械零点标定位置，亦是绝对原点

位置。

１５　工作空间确定

工作空间的确定是并联机器人反向运动学中的一个关

键问题，要确保并联机构连杆末端规划点在有效工作范围，

就必须先确定工作空间 （即反解存在的区域）。

图２　三自由度冗余驱动并联机器人工作空间图
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以主动杆起始端点 Ａ（狓犃，狔犃）、Ｂ（狓犅，狔犅）、Ｃ（狓犆，

狔犆）三点为圆心，连杆手臂长为半径画圆，分别得到圆犵１、

圆犵２、圆犵３，如图２所示，圆犵１、圆犵２、圆犵３可以视为三

个轴的独立运动范围。犠１是圆犵２和圆犵３ 的一个交点；犠２

是圆犵１和圆犵３的一个交点；犠３ 是圆犵１ 和圆犵２ 的一个交

点；弧犠１犠２在圆犵３上；弧犠２犠３在圆犵１上；弧犠３犠１在圆

犵２上；所以可以确定弧犠１犠２、弧犠２犠３、弧犠３犠１ 包括的

范围即为三自由度冗余驱动并联机器人有效工作范围 （图２

中的蓝色区域）。圆犵１、圆犵２、圆犵３ 表达式如式 （８）所

示，其中半径犚长度等于连杆手臂长度，犚＝２４４＋２４４＝

４８８ｍｍ。

犵１：（狓－狓犪１）
２
＋（狔－狔犪１）

２
＝犚

２

犵２：（狓－狓犪２）
２
＋（狔－狔犪２）

２
＝犚

２

犵３：（狓－狓犪３）
２
＋（狔－狔犪３）

２
＝犚

烅

烄

烆
２

（８）

１６　犕犪狋犾犪犫运动仿真

Ｍａｔｌａｂ是一款可视化的具有极为强大矩阵计算能力的

软件，它包含了上百个预先定义好的命令和函数，这些函

数能通过用户自定义函数进一步扩展。Ｍａｔｌａｂ除了具有强

大的矩阵运算能力外，同时还有着较强的二维、三维绘图

能力，利用 Ｍａｔｌａｂ进行仿真
［６］能够大大缩短机器人的开发

周期。

前面我们已经对三自由度冗余驱动并联机器人的运动

学正反解和工作空间进行了分析，接下来将在 Ｍａｔｌａｂ环境

下利用 Ｍ语言建立其仿真模型，并进行运动仿真实验，最

后分析仿真结果。仿真模型如图３所示，部分仿真代码

如下：

ｓ＝５００；％基座电机间距

ａ＝２４４；％主动杆长度

ｂ＝２４４；％从动杆长度

ｘ０＝０；％原点初始Ｘ坐标

ｙ０＝０；％原点初始Ｙ坐标

ｔｈｅｔａ＝ｐｉ１／６；％动平台转角

ＤＸｃ＝ ［Ｘｃ（１）Ｘｃ（２）Ｘｃ（３）Ｘｃ（１）］；

ＤＹｃ＝ ［Ｙｃ（１）Ｙｃ（２）Ｙｃ（３）Ｙｃ（１）］；

ｐｌｏｔ（ＤＸｃ，ＤＹｃ）

ｈｏｌｄｏｎ

ｔｅｘｔ（ｓｕｍ（Ｘｃ）／３－１５，ｓｕｍ（Ｙｃ）／３－１５，［＇（＇ｎｕｍ２ｓｔｒ（ｔｈｅｔａ

１８０／ｐｉ）＇）＇］）

ｐｌｏｔ（ｓｕｍ（Ｘｃ）／３，ｓｕｍ（Ｙｃ）／３，＇ｐｂ＇）

ｈｏｌｄｏｎ

ｆ１＝２ａ（Ｙａ－Ｙｃ）；

ｆ２＝２ａ（Ｘａ－Ｘｃ）；

ｆ３＝Ｘｃ．Ｘｃ＋Ｙｃ．Ｙｃ＋Ｘａ．Ｘａ＋Ｙａ．Ｙａ－２Ｘｃ．Ｘａ

－２Ｙｃ．Ｙａ＋ａ^２－ｂ^２；

ＴｈｅｔａＯ＝２ａｔａｎ（（－ｆ１＋ｓｑｒｔ（ｆ１．^２＋ｆ２．^２－ｆ３．^２））．／（ｆ３

－ｆ２））；

Ｔｈａｔａ１＝２ａｔａｎ（（－ｆ１－ｓｑｒｔ（ｆ１．^２＋ｆ２．^２－ｆ３．^２））．／（ｆ３

－ｆ２））。

图３　三自由度冗余驱动并联机器人 Ｍａｔｌａｂ仿真模型

２　系统控制架构

三自由度冗余驱动并联机器人控制系统主要由机器人

本体和电气控制箱两大部分组成［７］，二者之间通过带屏蔽

功能的通讯线缆连接，机器人本体包括工作台面、连杆手

臂、伺服电机及电磁铁笔架。

工作台面主要用于安装三个连杆手臂及其电机，同时

也是机器人的工作空间台面，机器人末端绘图笔将在工作

台面上绘制出末端运动轨迹，每个连杆手臂都由一根主动

杆和一根从动杆组成，工作台面的一个等边三角形的三个

顶点安装有三套交流伺服电机，用于驱动对应连杆手臂运

动。运动控制器、伺服驱动器、开关电源等则安装于电气

控制箱内部。系统采用ＰＣ机＋运动控制器的控制方案，三

自由度冗余驱动并联机器人控制框图如图４所示。

图４　三自由度冗余驱动并联机器人控制框图

３　控制软件设计

三自由度冗余驱动并联机器人软件是机器人控制系统

设计的核心，是控制代码及控制算法等资源的统称，机器

人软件架构的设计好坏直接关系到机器人系统的成败。三
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自由度冗余驱动并联机器人软件具体设计过程应该包括以

下三个方面：

１）软件系统架构设计；

２）具体功能模块的程序实现；

３）系统性集成；

三自由度冗余驱动并联机器人的主要功能是绘图，即

并联机器人末端绘图笔需要在工作台面上绘制出用户编辑

的轨迹，为防止轨迹范围超出并联机器人有效工作区域，

编辑好的轨迹需要先进行绘制求解，然后再进行运动仿真，

如果不进行运动仿真直接实际控制则有可能损坏机器人，

运动仿真通过以后才能开始实际控制并联机器人绘图，运

动控制指令及编码器反馈指令均由运动控制器完成，在此

过程中涉及的模块包括轨迹编辑、绘制求解、运动仿真、

反馈采集、零点标定、运动控制等，每个模块功能如下

描述：

１）轨迹编辑：用户手动绘制轨迹

２）绘制求解：轨迹的运动学正向求解与反向求解

３）运动仿真：轨迹的动态模拟仿真

４）反馈采集：相对式及绝对式编码器数据采集

５）零点标定：机器人绝对零点位置设定

６）运动控制：电机控制指令接口

三自由度冗余驱动并联机器人软件系统架构如表１

所示。

表１　三自由度冗余驱动并联机器人软件系统架构

应用层（功能模块）

轨迹编辑 绘制求解 运动仿真

反馈采集 零点标定 运动控制

服务层（应用程序接口ＡＰＩ 动态链接库ＤＬＬ）

操作系统层（ＷＩＮＤＯＷＳ）

三自由度冗余驱动并联机器人控制主流程如图５所示。

运动控制器提供了 Ｗｉｎｄｏｗｓ下的动态链接库ＤＬＬ，只

要调用函数库中的指令，就可以实现运动控制器的各种功

能。在ＶｉｓｕａｌＣ＋＋中调用运动控制器提供的函数库中的运

动函数，开始采用 ＭＦＣ编写三自由度冗余驱动并联机器人

控制软件。

实现并联机器人运动学正解函数核心代码如下：

ｂｏｏｌＦｏｒｗａｒｄＫｉｎｅｍａｔｉｃｓ（ｄｏｕｂｌｅｔ１，ｄｏｕｂｌｅｔ２，ｄｏｕｂｌｅｔ３，ｄｏｕｂｌｅ

＆Ｃｘ，ｄｏｕｂｌｅ＆Ｃｙ）

｛

／／［输入］：ｔ１，ｔ２，ｔ３驱动关节电机角度，单位为ｒａｄ

／／［输出］：Ｃｘ，Ｃｙ末端位置，单位为ｍｍ

ｄｏｕｂｌｅｘａ１，ｙａ１，ｘｂ１，ｙｂ１，ｘｃ１，ｙｃ１；

ｄｏｕｂｌｅＵ，Ｖ，Ｗ；

ｘａ１＝ＸＡ＋ＡＲＭ＿ＬＥＮＧＴＨｃｏｓ（ｔ１）；ｙａ１＝ＹＡ＋ＡＲＭ＿

ＬＥＮＧＴＨｓｉｎ（ｔ１）；

ｘｂ１＝ＸＢ＋ＡＲＭ＿ＬＥＮＧＴＨｃｏｓ（ｔ２）；ｙｂ１＝ＹＢ＋ＡＲＭ＿

ＬＥＮＧＴＨｓｉｎ（ｔ２）；

图５　三自由度冗余驱动并联机器人控制主流程图

ｘｃ１＝ＸＣ＋ＡＲＭ＿ＬＥＮＧＴＨｃｏｓ（ｔ３）；ｙｃ１＝ＹＣ＋ＡＲＭ＿

ＬＥＮＧＴＨｓｉｎ（ｔ３）；

Ｕ＝ｘａ１ｘａ１＋ｙａ１ｙａ１；

Ｖ＝ｘｂ１ｘｂ１＋ｙｂ１ｙｂ１；

Ｗ＝ｘｃ１ｘｃ１＋ｙｃ１ｙｃ１；

Ｃｘ＝０．５（Ｕ（ｙｂ１－ｙｃ１）＋Ｖ（ｙｃ１－ｙａ１）＋Ｗ（ｙａ１－

ｙｂ１））／（ｘａ１（ｙｂ１－ｙｃ１）＋ｘｂ１（ｙｃ１－ｙａ１）＋ｘｃ１（ｙａ１－ｙｂ１））；

Ｃｙ＝－０．５（Ｕ（ｘｂ１－ｘｃ１）＋Ｖ（ｘｃ１－ｘａ１）＋Ｗ（ｘａ１－

ｘｂ１））／（ｘａ１（ｙｂ１－ｙｃ１）＋ｘｂ１（ｙｃ１－ｙａ１）＋ｘｃ１（ｙａ１－ｙｂ１））；

ｒｅｔｕｒｎｔｒｕｅ；

｝

实现并联机器人运动学反解函数核心代码如下：

ｂｏｏｌＩｎｖｅｒｓｅＫｉｎｅｍａｔｉｃｓ（ｄｏｕｂｌｅＣｘ，ｄｏｕｂｌｅＣｙ，ｄｏｕｂｌｅ ＆ｔ１，

ｄｏｕｂｌｅ＆ｔ２，ｄｏｕｂｌｅ＆ｔ３）

｛

／／［输入］：Ｃｘ，Ｃｙ末端位置，单位为ｍｍ

／／［输出］：ｔ１，ｔ２，ｔ３驱动关节电机角度，单位为ｒａｄ

／／判断输入点是否在工作空间内

ｉｆ（ＩｓＰｏｉｎｔＩｎＷｏｒｋｓｐａｃｅ（Ｃｘ，Ｃｙ）＝＝ｆａｌｓｅ）

ｒｅｔｕｒｎｆａｌｓｅ；

ｄｏｕｂｌｅＤＡＥ，ＤＢＥ，ＤＣＥ；

ＤＡＥ＝ｓｑｒｔ（（Ｃｙ－ＹＡ）（Ｃｙ－ＹＡ）＋（Ｃｘ－ＸＡ）（Ｃｘ－

ＸＡ））；ＤＢＥ＝ｓｑｒｔ（（Ｃｙ－ＹＢ）（Ｃｙ－ＹＢ）＋（Ｃｘ－ＸＢ）（Ｃｘ－

ＸＢ））；ＤＣＥ＝ｓｑｒｔ（（Ｃｙ－ＹＣ）（Ｃｙ－ＹＣ）＋（Ｃｘ－ＸＣ）（Ｃｘ－

ＸＣ））；ｔ１＝ａｔａｎ２（（Ｃｙ－ＹＡ），（Ｃｘ－ＸＡ））－ａｃｏｓ（ＤＡＥ／（２．ＡＲＭ

＿ＬＥＮＧＴＨ））；ｔ２＝ａｔａｎ２（（Ｃｙ－ＹＢ），（Ｃｘ－ＸＢ））－ａｃｏｓ（ＤＢＥ／（２．

ＡＲＭ＿ＬＥＮＧＴＨ））；ｔ３＝２ｐｉ＋ａｔａｎ２（（Ｃｙ－ＹＣ），（Ｃｘ－ＸＣ））－
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ａｃｏｓ（ＤＣＥ／（２．ＡＲＭ＿ＬＥＮＧＴＨ））；

ｒｅｔｕｒｎｔｒｕｅ；

｝

根据控制主流程图编写完成后的控制软件运行结果如

图６所示。

图６　三自由度冗余驱动并联机器人控制软件界面

４　控制效果及分析

控制软件设计完成以后，就可以在轨迹编辑中开始编

辑轨迹。轨迹的鼠标输入方法：移动鼠标到绘图区，光标

会变成绘图笔形状，此时可以按下鼠标左键开始在绘图区

绘图，松开鼠标左键结束当前绘图笔画，按下鼠标左键开

始下一个绘图笔画。编辑好的绘图轨迹可以通过轨迹编辑

子界面中的 “打开文件”按钮打开，然后进行轨迹求解，

若求解出的目标点不在并联机器人有效工作区域，则会弹

出警告提示框，如图７所示。

图７　目标点不在工作空间内

求解完成以后通过 “仿真运动”模拟运行绘图轨迹文

件，仿真试验满意的轨迹可以执行实际控制，选择速度档

中的 “低速”、“中速”、“高速”，点击 “实际控制”将在工

作台面上 （铺上纸张）绘制出并联机器人末端运动轨迹。

实际运行中的三自由度冗余驱动并联机器人如图８

所示。

图８　运行中的三自由度冗余驱动并联机器人

三自由度冗余驱动并联机器人运动过程中，由运动学

函数理论计算得到的三个主动关节转动角度 （红色曲线表

示）和编码器实际测量得到的三个主动关节转动角度 （蓝

色曲线表示）之间的误差曲线如图９所示。

图９　三自由度冗余驱动并联机器人运动误差曲线图

误差曲线图表明三自由度冗余驱动并联机器人在实际

运动过程中虽然存在一定的误差，但最大误差也只有０．００１

弧度，此误差很小，系统中基本可以忽略，实际绘制轨迹

基本能和仿真轨迹一致，说明了此控制系统具有较高的控

制精度。

５　结语

本文提出一种对称结构的三自由度冗余驱动并联机器

人机构，采用冗余驱动和结构对称使得该并联机器人具有

更为优良的机构性能，首先详细阐述了该并联机器人的运

动学基础知识，包括几何参数、坐标系建立、运动学正反

解等，并利用ＭＡＴＬＡＢ工具进行了机器人运动仿真，缩短

了开发周期，并以控制框图的形式展现了系统的整个控制

架构，最后采用 ＭＦＣ编程实现了机器人人机交互，实现了

较好的控制效果。

并联机器人作为一种全新的机器人，它具有刚度大、

承载能力强、误差小、精度高、动力性能好等一系列优点，

其运用涉及到诸多方面，但并联机器人尤其是多自由度并

联机器人的理论和其相应的控制技术还不成熟，所以对此

作出研究是必要而且大有意义的。
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