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犾犲狏狔噪声背景下级联系统中弱信号的提取

刘运江，王辅忠，刘　露
（天津工业大学 理学院，天津　３００３８７）

摘要：针对冲击噪声背景下弱周期信号难以提取的问题，提出了以ｌｅｖｙ噪声作为背景噪声的级联随机共振方法；首先，在数

值上分析了随机共振系统最佳参数区间与ｌｅｖｙ噪声参数的关系；其次，总结了系统输出的微弱信号频谱值跟随系统参数的变化

规律；最后，利用级联系统对ｌｅｖｙ噪声背景下微弱信号的提取进行了研究；实验结果表明，随机共振参数的最佳区间不随噪声参

数α、β的变化而变化；系统输出信号的频谱幅值会随噪声参数α、β的改变而改变，但浮动不大；在级联系统中，二级系统输出

的待检测信号频谱值是一级系统的２．２倍；该系统对冲击环境中弱信号的提取具有很强的实用性。

关键词：随机共振；ｌｅｖｙ噪声；级联系统；信噪比；频谱值
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０　引言

随机共振的概念是由Ｂｅｎｚｉ等人
［１］在１９８１年提出来的，

当时只是为了解释地球古气象冰川期与暖气期的交替问题。

在１９８３年，Ｆａｕｖｅ等人
［２］依据随机共振思想，在Ｓｃｈｍｉｔｔ触

发器电路中加入了一定强度的噪声，奇迹地发现触发器输

出的信噪比出现了一个峰值，即随机共振现象的产生，开

创了随机共振在信号处理领域中应用的先河。在过去的二

三十年里，随机共振已成为强噪声背景中弱信号检测的重

要方法之一［３５］。

随着社会与科技的发展，信息在人们的生活与生产中

扮演着越来越重要的角色。然而在现实世界中，有信号的

地方必然伴随着噪声的存在，对于如何在强噪声背景下获

取微弱信号的问题已成为目前信息技术学科研究的热点课

题之一。随机共振作为信息处理的重要工具之一，已在生

物学、电子学、通信学、光学、神经网络等学科领域得到

了广泛的应用［６１０］。

在现有随机共振领域的研究中［１１１４］，应用的背景噪声

大多是高斯白噪声，高斯白噪声是一种极为理想的噪声，

而部分信道环境中的噪声往往含有较强的冲击性，并不符

合高斯分布，ｌｅｖｙ噪声包含了多个随机变量产生随机因素

的影响，能够更好地描述这些冲击特性。目前，以ｌｅｖｙ噪

声作为背景噪声在级联系统中的应用还没有得到研究。级

联系统作为微弱信号提取的重要工具之一，具有结构简单

和系统稳定等优点，再加上ｌｅｖｙ噪声具有的普遍性，能够

使随机共振的应用领域更加宽广。

１　犔犲狏狔噪声分布函数及其频谱图像

Ｌｅｖｙ噪声又叫ａｌｐｈａ噪声，服从于ａｌｐｈａ稳定分布理

论，是唯一满足广义中心极限定理的分布，其拖尾以平方

律衰减。Ｌｅｖｙ噪声的特征函数表达式
［１５］如下：

ｌｏｇφ（狋）＝

－σ
α
狘狋狘

α １－犻βｓｉｇｎ（狋）ｔａｎ
πα（ ）｛ ｝２

＋犻μ狋 α≠１

－σ狘狋狘 １＋犻βｓｉｇｎ（狋）
π
２
犾狅犵（狘狋狘｛ ｝）＋犻μ狋 α＝

烅

烄

烆

烍

烌

烎
１

（１）
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（犮狅狊犞）１
／α

犮狅狊（犞－α（犞＋犅α，β））（ ）犠

（１－α）／α
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犡＝
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π

π
２
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式 （１）中，α∈ （０，２）为特征指数，决定分布拖尾的衰减

速率，当α＝１时为柯西分布，当α＝２时服从于均值为μ、

方差为２σ
２的高斯分布，当α≠２时，分布的均值为μ，而方

差不存在。β∈ ［－１，１］为偏斜参数，当β＝０时图形左右

对称，当β为正时，图形向右倾斜，反之，图形向左倾斜。

σ＞０为尺度参数，决定着分布关于μ的离散成度。μ∈犚为

位置参数，通过调节μ 的值可以实现左右平移。犚犳犪犾

犠犲狉狅狀
［１５］证明了犾犲狏狔分布随机变量的表达式。式 （２）中，

犞 服从区间为 （－２π，２π）的均匀分布，犠 服从均值为１

的指数分布。犛α，β与犅α，β的定义表达式如下：

犛α，β＝ １＋β
２
ｔａｎ

２πα［ ］２
１／２α

犅α，β＝
ａｒｃｔａｎβｔａｎ

πα（ ）２
α

　　在β＝０，σ＝１和μ＝０的条件下，不同的α特征指数所

对应的ｌｅｖｙ分布如图１所示。由图１可以看出，α越小，噪

声的冲击性越强。本文采用文献［１６］的截断方法，对系统

输入信号进行预处理。

图１　不同特征指数α所对应的ｌｅｖｙ噪声时域分布图

２　双稳态系统原理

２１　随机共振系统模型

在所有随机共振系统中，双稳态系统是最为典型的一

种非线性系统，主要用于在强噪声背景下微弱信号的增强

检测，已在生物、物理、化学等自然学科中得到了广泛的

应用。具有独特双势阱结构的朗之万方程 （ＬＥ）可以作为

描述双稳态随机共振系统的典型模型，其方程如下：

犱狓
犱狋
＝犝’（狓）＋犛（狋）＋ε（狋） （３）

　　其中：犝 （狓）＝－犪狓２／２＋犫狓４／４，犪与犫为双势阱系统

参数，且犪＞０，犫＞０，犝 （狓）为双稳态势函数，通过改变

犪和犫的值可以实现对势垒高度Δ犝 的调控，犛 （狋）是犃ｃｏｓ

（２π犳狋）的微弱周期信号，ε （狋）为ｌｅｖｙ噪声。设犪和犫均

为１，得到双稳态势函数结构如图２所示，从图中我们可以

看到，势函数共有２个稳定点，分别在狓＝± 犪／槡 犫处，势

垒高度Δ犝为犪
２／ （４犫）。级联系统就是将２个双稳态系统串

联起来，即第一个双稳态系统的输出作为第２个双稳态系

统的输入，让系统发生两次随机共振，进一步增强信号强

度，削弱噪声能量。

图２　当犪＝１，犫＝１时，双稳态系统的势阱图

２２　粒子密度函数曲线及粒子相图分布

方程 （１）对应的Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｋ为：

狆（狊，狋）

狋
＝


狓
犃（狓）＋


２

狓
犅（狓［ ］）ρ（狊，狋） （４）

　　其中：犃 （狓）＝犪狓－犫狓
３
＋犛 （狓），犅 （狓）＝犇。由于

方程 （４）为超越方程，无法对其进行直接求解，但可利用

有限差分的方法对方程 （１）进行近似数值计算。设系统参

数犪、犫分别为０．６和０．３，信号幅值犃与频率犳分别为０．３

和０．００５，噪声参数α、β、σ和μ分别为２、０、１和０，得到

粒子密度概率分布曲线如图３所示。图３中，Ｌｉｎｅ１、Ｌｉｎｅ２

和Ｌｉｎｅ３的噪声强度Ｄ分别为０、０．３和０．５。当噪声强度

为０时，粒子密度分布如图３ （ａ）的Ｌｉｎｅ１所示，此时粒子

仅受信号的牵引，密度曲线相对光滑。噪声强度Ｄ由０变

为０．３后，由图３ （ａ）的Ｌｉｎｅ２可以看出，粒子密度分布依

然主要集中在零点的一侧。当噪声强度 Ｄ增加到０．５时

（图３ （ａ）的Ｌｉｎｅ３），粒子分布在零点的两侧，但左右两侧

的分布并不均匀。从微观粒子的运动规律的角度上来解释

这一现象，当噪声强度Ｄ为０．３时，由于外界噪声激励强

度不够，粒子获得的能量不足以使其越过势垒，只能在一

个势阱中左右运动，所以对应粒子的概率密度分布集中在

零点的一侧。至于其分布是在势阱还是在右势阱中，是由

粒子在零点时刻所受信号的牵引与噪声干扰的合力决定。

当噪声强度为０．５时，粒子受到较强的噪声激励，获得了

足够能量跃过势垒从一个势阱进入了另外一个势阱之中。

此时，粒子在势阱间的转移会受到噪声的影响，因此，粒

子在零点两侧的分布并不是绝对对称的，图３ （ａ）中的

Ｌｉｎｅ３只是这些随机中的一个概率分布。将噪声特征指数α

改为１．８，其余所有参数与图３ （ａ）保持一致，采用文献

［１６］的方法，将系统输入信号幅值大于３的冲击分量截断

掉，得到粒子密度分布如图３ （ｂ）所示。从图中可以看出，

图３ （ｂ）的Ｌｉｎｅ１和Ｌｉｎｅ２的分布规律分别与图３ （ａ）的

Ｌｉｎｅ２和Ｌｉｎｅ３相似。

图４为不同噪声强度犇 激励下随机共振系统中粒子运

动的相图轨迹。其中，噪声参数α、β、σ和μ分别为２、０、

１和０，信号参数与图３保持一致。图４ （ａ）、（ｂ）、（ｃ）和

（ｄ）的噪声强度犇分别为０、０、０．１和０．３。从微观粒子的

运动规律的角度上对图４进行解释。图４ （ａ）的系统参数犪

和犫分别为０．１和０．５。从图４ （ａ）中可以看出，此时粒子
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运动相图近似关于原点对称，此时势垒高度Δ犝 为０．００５，

而信号幅值犃为０．３，因此即使在没有外力作用的情况下，

粒子凭借信号的牵引依然可以跨跃势垒，在２个中往复运

动。图４ （ｂ）的系统参数犪和犫分别为０．８和０．５，势垒高

度Δ犝为０．３２，大于信号幅值０．３，与图４ （ａ）的情况不

同，在无外力协助下，粒子是无法跃过势垒的，仅能够在

一个势阱中往复运动。因此，图４ （ｂ）的相图轨迹分布在

区间 ［１，１．８］中。图４ （ｃ）、（ｄ）系统参数犪和犫分别为

１２．２９和０．１２。图４ （ｃ）的噪声强度较弱，粒子即使获得

了部分噪声的能量也无法跨跃势垒障碍，粒子仅能在一个

势阱中往复运动，与图４ （ｂ）相似，由于受噪声的干扰，

其相图分布轨迹已不如图４ （ｂ）光滑和清晰。增加噪声强

度犇，其余参数与图４ （ｃ）保持一致，得到粒子的相图轨

迹如图４ （ｄ）所示。此时粒子获得足够的外界激励能量，

跨跃势垒运动到另一个势阱之中，相对来讲，噪声强度越

大，粒子在势阱间的跨跃频率就越高。由于噪声的强烈干

扰，导致图４ （ｄ）粒子往返的相图轨迹无法重合，因此看

起来比较模糊。

图３　不同噪声强度犇激励下系统输出的粒子概率分布

图４　不同噪声强度犇激励下系统输出的相图

２３　数值计算方法

本文采用信噪比［１７］和频谱值作为信号质量改善指标，

由于ｌｅｖｙ噪声的复杂性和待检测信号的不确定，很难将信

号和噪声区分出来，信噪比只能近似的计算。首先利用信

噪比作为信号质量改善指标，通过单级双稳态系统的输出，

找到微弱信号频率所在的范围，然后再以频谱幅值作为信

号质量改善标准，增大微弱信号的功率。本文采用四节龙

格库塔法对公式 （３）进行求解，具体步骤如式 （５）所示。

犽１＝犪狓（狀）－犫狓
３（狀）－狕（狀）

犽２＝犪 狓（狀）＋
犽１（ ）２ －犫狓（狀）＋

犽１（ ）２
３

＋狕（狀）

犽３＝犪 狓（狀）＋
犽２（ ）２ －犫狓（狀）＋

犽２（ ）２
３

＋狕（狀＋１）

犽４＝犪 狓（狀）＋
犽３（ ）２ －犫狓（狀）＋

犽３（ ）２
３

＋狕（狀＋１）

狓（狀＋１）＝狓（狀）＋
犺
６
（犽１＋犽２＋犽３＋犽４

烅

烄

烆
）

（５）

　　其中：犺为采样步长，狕为系统输入信号，狓为系统输

出信号。

３　犔犲狏狔噪声背景下级联系统的随机共振现象。

图５为级联随机共振系统仿真模型，其中ｌｅｖｙ噪声是

由 “Ｆｒｏｍｗｏｒｋｓｐａｃｅ”模块提供，基于该模型结构搭建自适

应随机共振系统。整篇文章的参数调节均基于该系统模型。

３１　以信噪比为信号质量改善标准的随机共振现象

固定ｌｅｖｙ噪声参数α、β、σ和分别为０．５、０、１和０，

微弱正弦信号幅度犃与其频率犳０分别为０．３和０．００５。图６

（ａ）、（ｂ）分别是系统输入信号的时域分布和频域分布图，

从图中可以看出，此时信号已完全湮没在噪声之中。设置

系统参数犪与犫的扫描区间分别为 ［０，１］和 ［０，１］，扫

描步长均为０．０１，利用信噪比作为信号质量改善指标，得

到系统输出如图７ （ａ）、（ｂ）所示。图７ （ａ）是系统输出的

时域分布图，从图中可以观察到微弱周期信号的大致轮廓，

从频域图 （图７ （ｂ））中，可以得到微弱信号的频率为

０．００５Ｈｚ，此时系统输出信噪比为１６．５８ｄＢ。

图５　级联随机共振系统

图６　系统输入信号分布图

然后，分析在不同特征参数α与β条件下，信号频率

０．００５Ｈｚ处的频谱值跟随双稳系统参数犪与犫的变化趋势。

设犪与犫的扫描区间分别为 ［０，１３］和 ［０，２］，扫描步长

均为０．０１，保持信号参数与噪声参不变，信号在０．００５Ｈｚ
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图７　系统输出信号分布图

处的频幅值随犪与犫的变化趋势如图８所示。从图８中得

到，谱峰达到最高点时的犪与犫值分别为１０．２９和０．１２。

图８　系统输出待测信号频谱值随系统参数犪、犫的变化

３２　不同噪声参数α与β下待测信号频谱值随系统参数犪

的变化趋势

　　固定犫为０．１２，信号参数与图７保持一致，噪声参数σ

和μ分别为１和０，设参数犪的扫描区间为 ［０，１４］，扫描

步长为０．０１。得到不同参数α与β下待测信号的频谱值随

系统参数犪的变化趋势，如图９所示。从图中可以看出，频

谱值随犪的变化出现了２个峰值。从微观粒子运动规律的角

度分析，当犪从０逐渐增大时，犪刚开始太小，势垒高度也

很低，这时凭借粒子自身的能量就可以跃过势垒，此时粒

子并无获得太多的噪声能量。随着犪逐渐增大，势垒有了

一定的高度，但是犪比较小，势垒不是很高，粒子不用获

得太多的噪声能量，就能跃过势垒产生随机共振现象，因

此在犪∈ （０．３，０．８）中存在一个较为明显的峰值。随着

犪逐步增大，势垒也随之增高，粒子需要从噪声中获得一定

的能量才能跃过势垒，在犪∈ （１０，１１）时，信号频谱出现

了一个较高的峰值，三者 （噪声、信号和系统）达到了最

佳协同状态，此时信号的频谱值也是最高的。如果犪接着

增加，打破了三者的最佳协同状态，因此频谱值随之下降。

当犪大于１３时，还会造成系统不稳定，有时出现系统输出

无解的状态。再看频谱值与α、β之间的关系，从图９ （ａ）、

（ｂ）中很容易发现，不同α与β下系统输出信号频谱值随系

统参数犪的变化趋势基本相似，只是在幅值上有相应的差

别，当犪等于２时，信号的幅值最高。

３３　不同噪声参数α与β下待测信号频谱值随系统参数犫

的变化趋势

　　固定犪＝１０．２９，设定犫的扫描区间为 ［０，１］，扫描

步长０．０１，其余参数与图７保持一致，图１０为待测信号的

图９　不同噪声参数α与β下待测信号频谱值随

系统参数犪的变化图

频谱值随系统参数犫的变化趋势。与图９相似，当犫趋于０

时，势垒高度趋于无穷大，这与图９中犪较大时情形一样，

此时粒子很难跃过势垒，势垒高度随着犫的增大而减小，当

犫在 ［０．０５，０．２］区间时，出现了多个较高的尖峰值。同

样，从图中的趋势可以看出，系统参数犫的最佳区间受ｌｅｖｙ

噪声参数α、β的影响不大，可将最佳参数犫的区间锁定在［０．

０８，０．１５］中，不同α、β所对应的最高幅值差别均浮动在一个

数量级内。

图１０　不同噪声参数α与β下待测信号频谱值随

系统参数犫的变化图

３４　犾犲狏狔噪声驱动的级联系统响应

噪声与信号参数与图７保持一致，将３．２节得到的最佳

系统参数代入级联系统中，系统输出如图１１所示。图１１

（ａ）、（ｂ）分别是一级系统输出的时域图与频域图。图１１

（ｃ）、（ｄ）是二级系统的输出。从图中可以得到，二级系统

输出的时域图 （图１１（ｃ））比一级系统 （图１１（ａ））更加流

畅，在信号频率０．００５Ｈｚ处，二级系统输出的频谱幅值是

一级系统的２．２倍，信噪比也提高了２．０４ｄＢ。这表明，在

二级系统中，微弱信号获得了更多的噪声能量，同时噪声

强度也被相应削弱。

３５　不同噪声强度犇下级联系统的响应

设定噪声强度犇 的扫描区间为 ［０，２］，扫描步长为

０．１，保持噪声其余参数与信号参数不变，得到级联系统输

出信号频谱值跟随噪声强度犇的变化趋势如图１２所示 （其

中Ｌｉｎｅ１与Ｌｉｎｅ２分别为一级系统和二级系统输出信号频谱

值）。从图１２中可以看出，系统输出信号频谱值跟随噪声

强度犇的增加呈现非线性变化趋势，并且在该噪声区间中，

噪声强度为０．６时，一级系统与二级系统输出的信号幅值

都为最高。这说此时明噪声、信号与系统三者达到了最佳
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图１１　级联系统的输出

协同状态，信号从噪声中获取的能量最多。同时也体现出，

随机共振的最佳协同状态需要噪声、信号与系统的三者之

间的匹配，过强或者过弱的噪声强度都会打破原有的最佳

协同状态。从图１２整体变化趋势来讲，当噪声强度犇的区

间在 ［１．５，２］时，系统输出信号频谱值趋于平缓，无较大

浮动。对比Ｌｉｎｅ１与Ｌｉｎｅ２的纵坐标可以得出，二级系统的

输出跟随着一级系统的输出，但信号幅值始终高于一级系

统。这说明，二级系统在一级系统输出的基础上，将更多

噪声能量转化到了信号之中。因此，二级系统的输出优于

一级系统。

图１２　系统输出信号幅值跟随噪声强度犇的变化趋势

４　结束语

本文研究了ｌｅｖｙ噪声背景下级联双稳系统的随机共振

现象，利用信噪比和频谱幅值先后作为信号质量改善指标，

分析了不同噪声参数α与β条件下，频谱幅值随系统参数犪

和犫的变化趋势，并将得到的最佳系统参数代入到级联系统

之中，成功实现了ｌｅｖｙ噪声中微弱信号的提取。通过对大

量实验数据分析得出如下结论：

１）不同的噪声参数α与β下，可以通过调节系统参数

犪与犫实现随机共振现象。

２）系统输出周期信号的频谱幅值随不同噪声参数α与

β的改变而改变，但不会变化太大，均在一个数量级以内。

并且随机共振最佳参数区间随噪声参数α与β的改变而保持

不变。

３）在ｌｅｖｙ噪声环境中，级联系统比单级系统处理噪声

的效果更好，二级系统输出的频谱值是一级系统的２．２倍，

系统输出的信号质量得到了进一步提高。

由中心极限定理和大数定理推导出的ｌｅｖｙ噪声更加符

合实际信道噪声的分布特性，对ｌｅｖｙ噪声背景中微弱信号

检测提取的研究更加具有现实意义。本文研究了ｌｅｖｙ噪声

下单一微弱信号提取的研究，下一步将对多路信号的检测

进行研究。
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