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不等精度数据融合的最优权值与参数估计方法

张志敏
（中国人民解放军９２９４１部队４４分队，辽宁 葫芦岛　１２５００１）

摘要：对测量数据进行融合处理是提高数据处理精度的一个十分有效的方法；文章使用引入加权因子的方法，对不等精度测

量数据融合处理的最优加权与参数估计的问题进行了研究；对于线性回归模型，从理论上证明了，最优融合权值由数据的精度唯

一确定，这与经典的Ｇａｕｓｓ－Ｍａｒｋｏｖ定理是一致的；对于非线性回归模型，在理论上获得了最优融合权值的计算方法，给出了

实际数据融合处理的最优权值与参数估计算法，并且证明了非线性模型的不等精度数据融合的最优权值，不但与数据本身精度相

关联，而且与模型的结构、模型的导数相关联，则在此时经典 Ｇａｕｓｓ－Ｍａｒｋｏｖ定理不再成立；通过算例进行对比验证，证明了

所提方法的有效性。
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０　引言

不同类型和不等精度数据的融合是测量数据融合处理

中的常见难题，也是研究的热点问题［１３］。测量数据融合处

理的主要目的就是提高参数估计的精度，建立合适的数学

处理模型，给出高效可靠的融合算法，建立既能够适合数

学处理，又能够体现物理过程、工程特征的融合处理模型

是关键。模型包括测量数据的模型和目标轨迹模型，而测

量数据建模又包括测量误差建模与测量目标真实信号建模。

不同类型和不等精度数据是指观测数据中关于待估参数的

函数关系不同、各阶导数也不同［４５］。因此，针对不同类型

不等精度的观测数据的融合处理，使用不同的加权方法，

会对参数估计结果造成较大的影响。因此针对不同的应用

背景研究适合的加权融合处理方法成为提高不同类型和不

等精度数据的融合参数估计精度的关键。

对于线性回归模型，已有文献 ［６］证明了其参数估

计，以及不等精度测量数据的唯一最优加权原则［６］。但是

对于非线性回归模型，当前的研究结果都是利用线性回归

模型的处理思维以及迭代算法，求解非线性回归问题，在

基于观测数据的随机误差是独立同分布等精度条件下推导

的［７９］，不进行加权处理，或直接采用线性模型的高斯－马

尔科夫定理对不同类型的观测数据进行加权处理，对于参

数估计的精度的提高存在很大的局限性。非线性回归模型

的非线性程度会对参数估计的偏差、方差等因素产生影响，

因此通过什么方法可以降低模型的非线性程度，成为长久

以来非线性模型研究领域的难点。文献 ［１０］通过引入非

线性模型的参数效应曲率和固有曲率，使降低曲率相当于

降低模型非线性程度，采用曲率表征模型的非线性程度，

目前该理论已成为非线性模型定量分析的理论基础，为非

线性回归模型的研究提供一种新的思路，极大地促进了不

同类型不等精度测量数据非线性融合的权值问题的研究。

对于不同种类的不等精度测量数据融合处理的权值与

参数估计的问题，根据对参数估计偏差和均方误差进行分

析的结论，从理论上证明了对于非线性模型在不同类型不
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等精度数据融合处理时，最优融合权值不仅与数据本身精

度有关，而且与模型的结构、导数相关联，且线性模型高

斯－马尔科夫定理不再适用。给出了多结构多元非线性融

合模型的最优权值与参数估计的计算方法，最后通过四个

算例的对比验证，可以证明该方法是有效可靠的。

１　不等精度观测数据线性融合的最优权值和参数

估计

　　针对参数β狆×１的估计问题，假如有两类线性测量数据，

其观测方程如下所示：

犢犿×１＝犡犿×狆β狆×１＋ε犿×１，

犈ε＝０，犆狅狏ε＝σ
２
１犐犿×｛

犿

（１）

珓
β犽×１＝犣犽×狆β狆×１＋η犽×１

η～犖（０，σ
２
２犐犽×犽｛ ）

　 且犈εη
犜
＝０ （２）

　　对于两类不等精度线性观测数据融合模型 （１）－ （２）

的参数估计，构造如下模型所示：

ｍｉｎ
β∈犚

犘
，０＜ρ＜１
ρ犢－犡β

２
２＋（１－ρ）珓β－犣β

２
２ （３）

　　对于 （３）的解＾β犈犚，我们有如下结论：

定理１：记λ犻，１，λ犻，２，犻＝１，…，狆分别为矩阵犡
犜犡，犣犜犣

的特征值，那么融合模型的最优权值和参数估计形式如下

所示：

１）^β犈犚 ＝ （ρ犡
犜犡＋（１－ρ）犣

犜犣）－１（ρ犡
犜犢＋（１－ρ）犣

犜珓
β）

（４）

２）犈^β犈犚 ＝β，犕犛犈 （^β犈犚）＝狋狉 （ρ犡
犜犡 ＋ （１－ρ）

犣犜犣）－２ （ρ
２
σ
２
１犡

犜犡＋ （１－ρ）
２
σ
２
２犣

犜犣） （５）

３）ρ＝
σ
２
２

σ
２
１＋σ

２
２

＝
σ
－２
１

σ
－２
１ ＋σ

－２
２

是犕犛犈（^β犈犚）的唯一极小值

点，且此时犕犛犈（^β犈犚）＝犕犛犈（^β犅）。

证明：１）由 （３）关于参数β求一阶偏导数，得到正规

方程为：

槡ρ犡

１－槡 ρ

烄

烆

烌

烎犣
β＝

槡ρ犢

１－槡 ρ
珓

烄

烆

烌

烎β

（６）

　　因此，得到１）。

２）将 （４）式代入，并由模型 （１）、（２）的假设，计算

即可得到 （５）的第一式。

如果存在可逆矩阵犙，使得犙犡犜犡犙犜
＝犐狆，犙犣

犜犣犙犜
＝

Λ１＝犱犪犻犵（λ１，１，…，λ狆，１），又设犙１为正交矩阵，使得（犙犙
犜）－１

＝犙１Λ２犙
犜
１ ＝犱犪犻犵（λ１，２，…，λ狆，２）。

经过计算可得：

犕犛犈（^β犈犚）＝犈
＾
β犈犚 －β

２
＝犈 （ρ犡

犜犡 ＋（１－ρ）犣
犜犣）－１

（ρ犡
犜
ε＋（１－ρ）犣

犜

η）
２
＝狋狉（ρ犡

犜犡 ＋（１－ρ）犣
犜犣）－２

（ρ
２犡犜（犈εε

犜）犡＋（１－ρ）
２犣犜（犈ηη

犜）犣）＝狋狉（ρ犙
犜犙＋（１－ρ）

犙犜Λ１犙）
－２（ρ

２
σ１

２犙犜犙＋（１－ρ）
２
σ２

２犙犜Λ１犙）＝

狋狉犙－１（ρ犐＋（１－ρ）Λ１）
－１犙犜－１犙犜（ρ

２
σ１

２
＋

（１－ρ）
２
σ２

２
Λ１）犙犙

－１（ρ犐＋（１－ρ）Λ１）
－１犙犜－１＝

狋狉（ρ犐＋（１－ρ）Λ１）
－２（ρ

２
σ１

２
＋（１－ρ）

２
σ２

２
Λ１）

（犙犙犜）－１＝狋狉（ρ犐＋（１－ρ）Λ１）
－２（ρ

２
σ１

２
＋（１－ρ）

２

σ２
２
Λ１）（犙１Λ２犙１

犜）＝∑
狆

犻＝１

（ρ
２
σ１

２
＋（１－ρ）

２
σ２

２
λ犻，１）λ犻，２

（ρ＋（１－ρ）λ犻，１）
２

（７）

　　即得到 （５）的第二式。

３）由于
犱
犱ρ
犕犛犈（^β犈犚）＝∑

狆

犻＝１

２λ犻，１λ犻，２（（σ
２
１＋σ

２
２）ρ－σ

２
２）

（ρ＋（１－ρ）λ犻，１）
３

，

令犱
犱ρ
犕犛犈（^β犈犚）＝０即得到唯一的稳定点，且：

犱２

犱ρ
２犕犛犈（^β犈犚）＝

∑
狆

犻＝１

４λ犻，１λ犻，２（λ犻，１－１）（σ
２
１＋σ

２
２）ρ＋

６λ犻，１λ犻，２（１－λ犻，１）σ
２
２＋２λ犻，２λ

２
犻，１（σ

２
１＋σ

２
２）

（ρ＋（１－ρ）λ犻，１）
４

（８）

　　当ρ＝
σ
２
２

σ
２
１＋σ

２
２

＝
σ
－２
１

σ
－２
１ ＋σ

－２
２

时，犱
２

犱ρ
２犕犛犈（^β犈犚）＝ ∑

狆

犻＝１

２λ犻，１λ犻，２（σ
２
２＋λ犻，１σ

２
１）

（ρλ犻，１＋（１－ρ）λ犻，２）
４ ＞０，因此，ρ＝

σ
２
２

σ
２
１＋σ

２
２

是犕犛犈（^β犈犚）的

唯一极小值点，且此时有：

犕犛犈（^β犈犚）＝狋狉（
σ
２
２

σ
２
１＋σ

２
２

犡犜犡＋
σ
２
１

σ
２
１＋σ

２
２

犣犜犣）－２

（ σ
４
２σ
２
１

（σ
２
１＋σ

２
２）
２犡

犜犡＋
σ
４
１σ
２
２

（σ
２
１＋σ

２
２）
２犣

犜犣）＝σ
２
１狋狉（犡

犜犡＋

σ
２
１

σ
２
２

犣犜犣）－１＝犕犛犈（^β犅）＜犕犛犈（^β犔犛） （９）

　　即定理１的结论３）成立。

定理１的结论３）具有重要的应用价值。在处理实际问

题时，（１）、（２）一般为不等精度的测量数据，在这些数据

的融合处理时，数据的加权对于数据处理精度具有重要影

响。结论３）说明不等精度的线性观测数据融合处理时唯一

最优融合权值由测量数据的精度决定，这本质上仍然是线

性模型最小二乘估计的Ｇａｕｓｓ－Ｍａｒｋｏｖ定理。

２　不等精度观测数据非线性融合的加权和参数

估计

　　在很多估计问题中，往往要考虑异类不等精度非线性

观测数据的融合处理［２］。这里，我们提出的异类数据，具

体指观测数据关于待估参数的函数关系不同，因而它们的

模型结构也不一样，参数估计的精度对其依赖程度自然也

是不同的。则不同结构的观测数据的权值也应该是不同的。

２１　非线性模型参数估计的方差和偏差

当测量数据是待估参数的非线性函数，由于非线性问

题往往只有迭代解 （没有解析解），估计的性质与线性模型

有本质的不一样。

考虑如下一元非线性模型 （１８）的参数估计的偏差和

方差：

狔（狋犻）＝犳（狋犻，β）＋ε（狋犻），犻＝１，…，犿

ε（狋犻）～
犻．犻．犱．

犖（０，σ
２），β∈犚

烅
烄

烆
１

（１０）

　　对于模型 （１０），为了得到其估计的性质，假设：

（ｉ）犳（狋，β）关于参数β存在一阶连续导数，且：
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ｌｉｍ
犿→＋∞

１

犿∑
犿

犻＝１

犱犳（狋犻，β）

犱（ ）β

２

＝Ω１（β）＞０ （１１）

　　 （ｉｉ）犳（狋，β）关于参数β存在二阶连续导数，且：

ｌｉｍ
犿→＋∞

１

犿∑
犿

犻＝１

犱２犳（狋犻，β）

犱β（ ）２

２

＝Ω２（β） （１２）

　　条件 （ｉ）、 （ｉｉ）自然而又必要的，因为在假设 （１０）

下，观 测 向 量 关 于 参 数 的 Ｆｉｓｈｅｒ 信 息 阵 为

σ
－２

∑
犿

犻＝１

犱犳（狋犻，β）

犱（ ）β

２

，因此，犿－１
σ
－２

∑
犿

犻＝１

犱犳（狋犻，β）

犱（ ）β

２

就表示观

测中平均每个样本所包含的有关参数的Ｆｉｓｈｅｒ信息。对于

模型 （１０），我们有如下结论：

定理２：记犛（β）＝∑
犿

犻＝１

（狔犻－犳（狋犻，β））
２，犛（^β）＝ｍｉｎ

β

犛（β），

犆＝∑
犿

犻＝１

珚犳
２
犻，犇＝∑

犿

犻＝１

珚犳犻珚犳犻，其中珚犳犻＝
犱犳（狋犻，β）

犱β
，珚犳犻＝

犱２犳（狋犻，β）

犱β
２

，

珚犳犻＝
犱３犳（狋犻，β）

犱β
３

，对于模型（１０）中参数β的最小二乘估计^β，则

在假设条件 （ｉ）、（ｉｉ）下有如下近似：

＾
β－β≈犆

－１

∑
犿

犻＝１

珚犳犻ε犻＋犆
－２

∑
犿

犻，犼＝１

珚犳犻珚犳犼ε犻ε犼－
３

２
犆－３犇∑

犿

犻，犼＝１

珚犳犻珚犳犼ε犻ε犼＋

犆－３∑
犿

犻，犼，狊＝１

珚犳犻珚犳犼珚犳狊ε犻ε犼ε狊－
９

２
犆－４犇∑

犿

犻，犼，狊＝１

珚犳犻珚犳犼珚犳狊ε犻ε犼ε狊＋

９

２
犆－５犇２∑

犿

犻，犼，狊＝１

珚犳犻珚犳犼珚犳狊ε犻ε犼ε狊 （１３）

　　则参数估计的偏差和均方误差就有如下所示近似：

犈（^β－β）≈－２
－１犆－２σ

２犇

犕犛犈（^β）≈犆
－１
σ
２
＋
１５

４
犆－４σ

４犇２＋３犆
－３
σ
４

∑
犿

犻＝１

珚犳
２烅

烄

烆
犻

（１４）

　　由定理２可知，非线性模型的参数估计是有偏的，其

偏差和方差的值不但与测量数据的精度有关，而且同模型

的一、二阶导数 （即模型的结构）有关，则与模型曲率也

有关系［２３］。模型曲率可等价于函数的非线性程度，故降低

模型曲率可以降低函数非线性程度，从而有效地改善非线

性模型的参数估计效果。

２２　一元非线性融合模型的最优权值和参数估计

为了方便讨论，我们先只探究非线性回归模型：

犢 ＝犳（犡，β）＋ε，β∈犚
狆×１，犢 ∈犚

犿×１

犈ε＝０， 犆狅狏（ε）＝σ
２
１犐犿×｛

犿

（１５）

　　在线性约束模型 （２）（事实上，模型 （２）不仅可以当

作先验信息，也可以当作另一类系统的测量数据）下的参

数估计。根本上，两类系统的测量数据融合的最优权值问

题，在参数估计均方误差最小的准则下，归结为寻找ρ，使

得极小值问题：

ｍｉｎ
ρ∈犚

１
，ρ＞０，β∈犚

狆
犢－犳（犡，β）

２
２＋ρ

珓
β－犣β

２
２ （１６）

　　的解满足犕犛犈（^β）（ρ）＝犈狘狘（^β）（ρ）－β狘狘
２
＝ｍｉｎ

［２５］。

对于一元非线性模型，定理３提出了参数估计的偏差

与均方误差，定理４提出了最优权值的存在性及其性质。

定理３：记犛（β）＝ 犢－犳（β）
２
２＋ρ

珓
β－犣β

２
２，犛（^β）＝

ｍｉｎ
β

犛（β），犆＝∑
犿

犻＝１

珚犳
２
犻 ＋ρ∑

犽

犻＝１

狕２犻，犇 ＝∑
犿

犻＝１

珚犳犻珚犳犻，ξ＝∑
犿

犻＝１

珚犳犻ε犻＋

ρ∑
犽

犻＝１

狕犻η犻，犃＝σ
２
１∑

犿

犻＝１

珚犳
２
犻＋ρ

２
σ
２
２∑

犽

犻＝１

狕２犻，则在随机误差正态情况

下，参数估计的偏差和均方误差分别有如下的近似：

犈（^β－β）≈－
１

２
σ
２
１犆

－２犇－
３

２
犆－３犇ρ（ρσ

２
２－σ

２
１）∑

犽

犻＝１

狕２犻

犕犛犈（^β）≈犆
－２犃＋６犆

－４犇２σ
４
１＋３犆

－４犃σ
２
１∑

犿

犻＝１

珚犳
２
犻＋

　
１３５

４
犆－６犇２犃２－３６犆

－５犃犇２
σ

烅

烄

烆

２
１

（１７）

　　定理４：对于定理３中的 犕犛犈（^β）（ρ），极小值问题

犿犻狀
ρ＞０
犕犛犈（^β）（ρ） 的 解 存 在， 且 犿犻狀

ρ＞０
犕犛犈（^β）（ρ） ＜

犿犻狀
ρ＞０
犕犛犈（^β）（σ

２
１σ
－２
２ ）。

证明：由 （１７）式第二式可知，犕犛犈（^β）（ρ）关于权值ρ
在［０，＋∞）上连续可导；犕犛犈（^β）（ρ）关于参数ρ直接求导，

得到：

犱
犱ρ
犕犛犈（^β）（ρ）＝ （∑

犽

犻＝１

狕２犻）［－２犆
－３犃＋２ρ犆

－２
σ
２
２－

２４犆－５犇２σ
４
１－１２犆

－５
σ
２
１犃∑

犿

犻＝１

珚犳
２
犻＋６ρ犆

－４
σ
２
１σ
２
２∑

犿

犻＝１

珚犳
２
犻－
４０５

２

犆－７犇２犃２＋１３５ρ犆
－６犇２犃σ

２
２＋１８０犆

－６犃犇２
σ
２
１－７２ρ犆

－５犇２σ
２
１σ
２
２］

（１８）

犱
犱ρ
犕犛犈（^β）（０）＝－（∑

犽

犻＝１

狕２犻）［２（∑
犿

犻＝１

珚犳
２
犻）

－２
σ
２
１＋

９３

２
（∑

犿

犻＝１

珚犳
２
犻）

－５犇２σ
４
１＋１２（∑

犿

犻＝１

珚犳
２
犻）

－５

∑
犿

犻＝１

珚犳
２
犻∑

犿

犻＝１

珚犳
２
犻σ
４
１］＜０

（１９）

　　当ρ→＋∞时，由第三项起始，之后的每项都是前两项

的高阶无穷小量，又当ρ＞σ
２
１σ
－２
２ 时，前面两项之的和大于

零，故存在ρ０＞０，使当ρ∈［ρ０，＋∞）时
ｄ

ｄρ
犕犛犈（^β）（ρ）＞

０，因而犿犻狀
ρ＞０
犕犛犈（^β）（ρ）的解

＾
ρ∈ （０，ρ０）。

又ｄ

ｄρ
犕犛犈（^β）（σ

２
１σ
－２
２ ）＝

σ
４
１

２犆５∑
犽

犻＝１

狕２犻［３３犇
２
－１２（∑

犿

犻＝１

珚犳
２
犻 ＋

σ
２
１

σ
２
２
∑
犽

犻＝１

狕２犻）∑
犿

犻＝１

珚犳
２
犻］，故

ｄ

ｄρ
犕犛犈（^β）（σ

２
１σ
－２
２ ）＝０仅存在两种状况，

其一为两类数据都是待估参数的线性模型，即珚犳≡０；其二

为对于非典型的非线性模型、包含特殊样本点数的非线性

模型 （即便有 ｄ
ｄρ
犕犛犈（^β）（σ

２
１σ
－２
２ ）＝０成立的非线性模型，将

样本点增加或减少一个，ｄ
ｄρ
犕犛犈（^β）（σ

２
１σ
－２
２ ）＝０也会不再成

立），从而ρ＝σ
２
１σ
－２
２ 可以认为不是ｍｉｎ

ρ＞０
犕犛犈（^β）（ρ）的解，

从而定理得证。定理４的结果证明，对于非线性模型，由

于其最小二乘估计一般都是有偏的，因此对于不等精度测

量数据的融合处理，由线性模型最小二乘估计的 Ｇａｕｓｓ－

Ｍａｒｋｏｖ定理得到权值不再是最优值，即ρ＝σ
２
１σ
－２
２ 不是最优
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融合权值；最优融合权值由极小值问题ｍｉｎ
ρ＞０
犕犛犈（^β）（ρ）

得到。即对于非线性模型在不同类型不等精度数据融合处

理时，最优融合权值不仅与数据本身精度有关，还与模型

的结构、模型的导数有关，线性模型高斯－马尔科夫定理

不再成立。

因此对于极小值问题 （１６）的求解，我们按如下的迭

代方式，确定多结构不同类型非线性测量数据融合的最优

权值及相应的参数估计，算法步骤如下：

步骤１：对于加权初值ρ０＝σ
２
１σ
－２
２ ，求解极小值问题，得到

解＾β
（１）；

ｍｉｎ
β∈犚

１
犢－犳（犡，β）

２
＋ρ０

珓
β－犣β

２ （２０）

　　步骤２：由 （１７）中的第二式，计算参数估计的均方误

差在＾β
（１）处的值犕犛犈（^β

（１））（^β
（１），ρ）；

步骤３：求解极小值问题ｍｉｎ
ρ＞０
犕犛犈（^β

（１））（^β
（１），ρ），得到

ρ１；

步骤４：将ρ１赋值给ρ０，重复步骤１，根据给定的收敛准

则，重复上述四个步骤，一直迭代至收敛，此时的ρ１ 为最

优融合权值，^β
（１）为参数的最优估计。

２３　多结构多元非线性融合模型的最优权值与参数估计

根据如下所示的多结构多元非线性融合模型：

狔１（狋犻）＝犳１（狋犻，β）＋ε１（狋犻），

……

狔犕（狋犻）＝犳犕（狋犻，β）＋ε犕（狋犻

烅

烄

烆 ）

　犻＝１，…，犿 （２１）

　　记：

犢犼 ＝ （狔犼（狋１），…，狔犼（狋犿））
犜，犉犼（β）＝ （犳犼（狋１，β），…，犳犼（狋犿，β））

犜

ε犼 ＝ （ε犼（狋１），…，ε犼（狋犿））
犜，　犼＝１，…，犕

　　且设犈ε犼 ＝犗，犈ε犼ε
犜
犽 ＝δ犼犽σ

２
犼犐犿×犿，犼，犽＝１，…，犕。求解参

数β∈犚
狆×１，就是在给定权值ρ犼∈［０，１］，∑

犕

犼＝１
ρ犼＝１下，求解

极小值问题：

ｍｉｎ
β∈犚

狆∑
犕

犼＝１
ρ犼σ

－２
犼 犢犼－犉犼（β）

２ （２２）

　　 记 犞犼 （β）＝ ρ槡犼σ
－１
犼

犳犼 （狋犻）

β［ ］犽 犿×狆

，犠 ＝ ρ槡犼σ
－１
犼

犳犼 （狋犻）

β犼β［ ］犽 犿×狆×狆

，犛犼 （β）＝ρ犼σ
－２
犼 犢犼－犉犼 （β）

２，犛 （β）

＝∑
犕

犼＝１
犛犼 （β），对于极值问题 （２２）的参数估计的偏差和均方

误差，类似于定理３，结合Ｄ．Ｍ．Ｂａｔｅｓ和Ｄ．Ｇ．Ｗａｔｔｓ定义

的非线性模型的固有曲率和参数效应曲率，可以得到如下

结论：

定理５：将函数 ρ槡犼σ
－１
犼犉犼（β）的固有曲率立体阵的第狋

个面设为犐犼狋，将参数效应曲率立体阵的第犻个面设为犘
犼
犻，将

犘犼犽，犾设为参数效应曲率立体阵在 （犽，犾）上的向量，则有：

犈（^β－β）＝－
１

２ ∑
犕

犼＝１

犞犜犼犞［ ］犼
－１

∑
犕

犼＝１

犞犜犼狋狉［（犞
犜
犼犞犼）

－１犠犼
］

（２３）

犕犛犈（^β）＝ ∑
犕

犼＝１

犞犜犼犞［ ］犼
－１

＋
１

２∑
犕

犼＝１

犔犼（２犞
犼
犐＋犞

犼
犘）犔

犜
犼－

１

２ ∑
犕

犼＝１

犞犜犼犞［ ］犼
－１

∑
犕

犼＝１

犞犜犼狋狉［（犞
犜
犼犞犼）

－１犠犼
］ （２４）

　　其中：

犞犼犐 ＝∑
犿－狆

狋＝１

（犐犼狋）
２，犞犼犘 ＝∑

狆

犽＝１
∑
狆

犾＝１

犘犼犽，犾犘
犼犜
犽，犾 （２５）

　　犞犼＝ ［犙犼１，犙
犼
２］

犚犼

［ ］犗 ，犔犼＝犚
－１
犼
，犚犼 是上三角矩阵，

犙
犼
１，犙

犼
２的列向量是标准正交基。

定理５的证明过程类似于定理３和定理４，但此时由于

参数是多维的，涉及到多元非线性函数的模型曲率求解，

具体证明方法可参考文献［６］。

在非线性观测数据精度σ
２
犼
已知的情况下，对于极小值

问题 （２２）的求解，确定测量数据最优融合权值及相应的

参数估计算法如下：

步骤１：对于给定的一组权值ρ
（０），设定迭代初值β

（０），使

用观测数据关于待估参数的函数式获得到犉犼（β
（０））；

步骤２：记犲犻为第犻个分量为１，其他分量全为０的向

量，根据设定数值微分的步长犺（根据实际情况，一般可设

定为犺＝１０
－６），计算犉犼（β

（０））梯度矩阵：

犞犼（β
（０））＝ ρ槡犼σ

－１
犼

犳犼（狋犻，β
（０）
＋犺犲犽）－犳犼（狋犻，β

（０））

［ ］犺 犻＝１，…，犿
犽＝１，…，狆

（２６）

　　并对此进行犙犚 分解，得到矩阵犔犼（β
（０））；

步骤３：由下式得到参数β的一次改进：

犇
（１）
＝ ［∑

犕

犼＝１

犞犼（β
（０））犜犞犼（β

（０））］－１∑
犕

犼＝１
ρ
（０）

槡犼

　σ
－１
犼犞犼（β

（０））犜［犢犼－犉犼（β
（０））］

犛（β
（０）
＋λ１犇

（１））＝ ｍｉｎ
０＜λ＜１
犛（β

（０）
＋λ犇

（１））

β
（１）
＝β

（０）
＋λ１犇

（１

烅

烄

烆
）

（２７）

　　步骤４：对于给定的收敛阈值τ＞０，如果狘犛（β
（１））－

犛（β
（０））狘＜τ，则迭代结束，令珓β＝β

（１），转入Ｓｔｅｐ５；否则，

令β
（０）
＝β

（１），返回Ｓｔｅｐ１；

步骤５：相似于 （２６），计算犉犼（珓β）的二阶导数立体阵

犠犼
（珓β），以及固有曲率立体阵、参数效应立体阵，由式

（２５），得到犞犼犐，犞
犼
犘；

步骤６：由 （２４）式得到参数估计值珓β的均方误差矩阵

犕犛犈（珓β），选 择 极 值 化 标 准，使 得 狋狉（犕犛犈（珓β）（珓ρ））＝

ｍｉｎ
ρ

狋狉（犕犛犈（珓β）（ρ）），得到珓ρ；

步骤７：令ρ
（０）
＝珓ρ，β

（０）
＝珓β，返回Ｓｔｅｐ１，直到关于参数

ρ，β的迭代收敛，此时的迭代结果
＾
ρ，^β即为所求。

３　算例验证

算例１：设某物理量狌真值为１０，有不等精度的两

套设备对其进行直接测量，分别得到１００个高精度的观

测数据 （均方根差为１），１８０个低精度的观测数据 （均
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方根差为４），共产生１００组观测数据，得到的参数狌的

估计及方差见表１。（估计的根方差是对１００组观测数据

统计得到。）

表１　四种估计的比较

　 　　估计方法

估计结果　　　

只用高精

度数据

只用低精

度数据
联合估计

最优融合

估计

参数真值 １０ １０ １０ １０

加权方式 （１，０） （０，１） （１／２，１／２）（４／５，１／５）

估计值 ９．９８４ １０．０９０ １０．０５２ ９．９９５

估计的根方差 ０．０６７ ０．１７９ ０．１１６ ０．０６１

在线性观测数据融合处理时，唯一的最优融合权值由

测量数据的精度决定；求解极小值问题 （８）１００次，得到

均方误差为０．０６１，估计是最优的。

算例２ （一元非线性融合模型的最优权值与参数估计）：

设犳（狋犼，β）＝１＋（５＋狋犼β）
０．１，狔（狋犼）＝犳（狋犼，β）＋ε（狋犼），

ε（狋犼）～
犻犻犱

犖（０，０．０５２），狕（狊犻）＝ 狊
－１
犻β ＋η（狊犻），η（狊犻） ～

犻．犻．犱

犖（０，

０．０１
２），令狋犼＝０．０５×（犼－１），犼＝１，…，３００，狊犻＝２＋０．１×

（犻－１），犻＝１，…，１００，β的真值为８，产生５０组观测数据

｛狔
犽（狋犼）｝

３００
１ ，｛狕

犽（狊犻）｝
１００
１ ，犽＝１，…，５０，计算结果见表２，均方

误差与加权因子关系见图１。

图１　均方误差和加权因子关系图

当采 用 线 性 模 型 的 加 权 方 式，即 取 权 值 ρ ＝

０．０５
２／０．０１２时，得到均方误差为０．０２０；而当ρ＝１．８０×

０．０５
２／０．０１２时，参数估计的均方误差得到最小，其值

为０．０１７。

表２　各种加权的参数估计结果对比

参数真值 参数估值 均方误差

只用测量值狔（狋） ８．０００ ７．９３７５ ０．１５８

只用测量值狕（狊） ８．０００ ８．１０５２ ０．０３７

采用线性模型的加权 ８．０００ ８．０６２８ ０．０２０

采用最优融合权值 ８．０００ ７．９９９５ ０．０１７

算例３ （弹道目标跟踪）。

以连续波雷达和自主外测设备构建多测距测速弹道目

标跟踪系统，假设有３个测量站，分别测量弹道目标的距

离犚和速度犚，测量值可以表达为：

犚犻（狋）＝ （狓（狋）－狓
犻
０）
２
＋（狔（狋）－狔

犻
０）
２
＋（狕（狋）－狕

犻
０）槡
２
＋

　ε
犻（狋），

犚犻（狋）＝ （狓（狋）－狓
犻
０）珚狓（狋）＋（狔（狋）－狔

犻
０）珔狔（狋）＋（狕（狋）－狕

犻
０）

　珔狕（狋）／犚
犻（狋）＋η

犻（狋

烅

烄

烆 ），

（２８）

　　假设各观测量测量误差服从高斯分布，且各观测站的

观测量互不相关，满足独立同分布条件：

ε
（犻）（狋）～

犻犻犱

犖（０，０．１２２），η
（犻）（狋）～

犻犻犱

犖（０，０．００６２），

犈ε
（犻）（狋）η

（犻）（狊）＝０，犻＝１，２，３ （２９）

　　仿真参数设置如下：各观测量的采样率为２０Ｈｚ，即狋

＝０．０５×犼，犼＝１，…，６００，各测量站的站址坐标为 （狓
（犻）
０ ，

狔
（犻）
０ ，狕

（犻）
０ ），犻＝１，２，３，弹道目标在狋时刻的状态矢量可表示

为 ［狓（狋），狔（狋），狕（狋），珔狓（狋），珔狔（狋），珔狕（狋）］
犜。利 用 理 论 弹 道

（狓（狋犼），狔（狋犼），狕（狋犼），珔狓（狋犼），珔狔（狋犼），珔狕（狋犼））带入公式 （２８）生

成由 弹 道 目 标 的 距 离 犚 和 速 度 珚犚 组 成 的 观 测 数 据

珟犚
（犻）（狋犼），珚槇犚

（犻）（狋犼｛ ｝）
６００
１ ，本例采用文献 ［４］提出的节省参数

建模方法，利用不等间距最优节点的三次样条函数对弹道

进行建模，采用最小二乘法对该非线性回归模型的样条系

数和弹道参数 （^狓
（犽）（狋犼），^狔

（犽）（狋犼），^狕
（犽）（狋犼），珔狓

＾
（犽）（狋犼），珔狔

＾
（犽）（狋犼），

珔狕
＾
（犽）（狋犼））（ρ）进行估计，ρ为最优权值，仿真次数为１００次。

犕犛犈犚（ρ）＝
１

１００

１

６００∑
１００

犽＝１
∑
６００

犼＝１

（狓（狋犼）－^狓
（犽）（狋犼））

２
＋（狔（狋犼）－^狔

（犽）（狋犼））
２
＋（狕（狋犼）－^狕

（犽）（狋犼））槡
２（ρ）

犕犛犈犞（ρ）＝
１

１００

１

６００∑
１００

犽＝１
∑
６００

犼＝１

（珔狓（狋犼）－珔狓
＾
（犽）（狋犼））

２
＋（珔狔（狋犼）－珔狔

＾
（犽）（狋犼））

２
＋（珔狕（狋犼）－珔狕

＾
（犽）（狋犼））槡 ２（ρ）

（３０）

　　仿真结果表明：当ρ＝０．１２
２／０．００６２ 时，犕犛犈犚（ρ）＝

０．３２２ ｍ，犕犛犈犞（ρ）＝０．０４９３ ｍ／ｓ；当 ρ ＝ ２．３３ ×

０．１２
２／０．００６２时，犕犛犈犚（ρ），犕犛犈犞（ρ）达到最小值，其值分

别为０．０８２ｍ，０．０２９４ｍ／ｓ。可以看出，多结构多元非线

性融合模型可以有效提高弹道目标的估计精度。

算例４ （多测速联合定轨）

依靠同一时刻的犖 个（犖 ≥６）以上的测速元，可以确

定该时刻的轨道参数犡（狋）。以（狓犽，狔犽，狕犽），（犽＝１，２，．．．，犖）

为犖个互不相同的测站在相同坐标系下的站址坐标，犖 个测

速可表示为：

犚犽 ＝
（狓－狓犽）狓＋（狔－狔犽）狔＋（狕－狕犽）狕

（狓－狓犽）
２
＋（狔－狔犽）

２
＋（狕－狕犽）槡

２
，犽＝１，２，．．．，犖

（３１）

　　上式就是联系测速元与目标位置和目标速度的测量方

程。对于是 犖 个互不相同的站址，Ｊａｃｏｂｉ（雅克比）矩

阵为：
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表３　测速定轨结果与基准轨道作差统计表

计算方案
加入的

随机误差

△犡（米） △犢（米） △犣（米）

平均数 标准差 平均数 标准差 平均数 标准差

平均加权
０．１ １０．０４７５ ６．９８８４ －１．８８６６ ２．１２０７ ３．５６２９ ３．１０３０

０．０５ ９．０１８４ ７．０３７１ －２．４０７４ １．８５１８ １．４２４７ ３．２６９１

最优加权
０．１ ８．３１８６ ０．０９５４ －３．０６１３ ０．２０７４ １．７１４６ ０．１２６８

０．０５ ８．４８３５ ０．０８７３ －２．４８１０ ０．２０３５ １．４５７８ ０．０９９７

计算方案
加入的

随机误差

△犞犡（米／秒） △犞犢（米／秒） △犞犣（米／秒）

平均数 标准差 平均数 标准差 平均数 标准差

平均加权
０．１ ０．０２６５ ０．０１７０ －０．０８１６ ０．０７８６ ０．０３１０ ０．０１３４

０．０５ ０．０２２９ ０．０１９４ －０．０５３７ ０．０８０６ ０．０２２７ ０．０１３２

最优加权
０．１ ０．０２１２ ０．０１４９ －０．０５３５ ０．０２０５ ０．０２５６ ０．０１２５

０．０５ ０．０１８５ ０．０１９４ －０．０５２１ ０．０１８１ ０．０１９４ ０．０１２７

犑＝

犚１

狓
犚１

狔

犚１

狕
犚１

狓
犚１

狔

犚１

狕

犚２

狓
犚２

狔

犚２

狕
犚２

狓
犚２

狔

犚２

狕

．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．．

犚犖

狓
犚犖

狔

犚犖

狕
犚犖

狓
犚犖

狔

犚犖



烄

烆

烌

烎狕

（３２）

　　若雅克比矩阵是列满秩矩阵，从而由反函数存在定理，

可以有由式（１）唯一地确定轨道参数：

狓＝犌１（犚１，犚２，．．．，犚犖），

狔＝犌２（犚１，犚２，．．．，犚犖），

狕＝犌３（犚１，犚２，．．．，犚犖），

狓＝犵１（犚１，犚２，．．．，犚犖），

狔＝犵２（犚１，犚２，．．．，犚犖），

狕＝犵３（犚１，犚２，．．．，犚犖）

烅

烄

烆 ．

（３３）

　　假设各观测量测量误差服从高斯分布，且各观测站的观

测量互不相关，满足独立同分布条件：

犈ε
（犻）（狋）ε

（犼）（狊）＝０，犻≠犼 （３４）

　　仿真采取优选的六站测速样条定轨方案，利用一条基准

的轨道 （狓，狔，狕，狓，狔，狕）带入公式（３１）生成由６个测速元成

的观测数据 犚
～

｛ ｝犽 ，（犽＝１，２，．．．，６），在基准轨道反算测速

元上引入０．１ｍ／ｓ、０．０５ｍ／ｓ的随机误差，使用样条定轨法计

算弹道，并与基准轨道作差。利用平均估计加权方式和多结

构多元非线性融合模型的最优权值加权方式分别对轨道参

数进行解算，测速定轨结果与基准轨道的减法统计数据如表

３和图２～３所示。

图２和图３分别为加０．１ｍ／ｓ的随机误差条件下平均加

权和最优加权定轨结果与基准弹道作差统计结果，由图可知

平均加权方式的差值波动较大，而最优加权方式的波动较

小。此外，从表中３均值和标准差的统计结论可以看出，采

用非线性回归模型最优融合估计方式进行多测速定轨可以

不同测速元测量精度差异对定轨精度的影响，精度高于平均

估计加权方式，满足靶场试验高精度测量系统定轨应用

需求。

图２　平均加权定轨结果与基准弹道减法统计图

（０．１ｍ／ｓ的随机误差，左图为位置，右图为速度）

图３　最优加权定轨结果与基准轨道减法统计图

（０．１ｍ／ｓ的随机误差，左图为位置，右图为速度）

４　结论

测量数据的融合处理是提高数据处理精度的有效措施。

本文研究了不等精度观测数据融合的权值和参数估计问题。

对于线性融合模型，其最优权值由测量数据的精度唯一确

定，这与经典的Ｇａｕｓｓ－Ｍａｒｋｏｖ定理是一致的；而对于非线

性融合模型，通过参数估计的均方误差的曲率矩阵表达，建

立了多结构不等精度非线性回归模型的最优加权理论与算

法，并给出了计算实例，结果表明：多结构非线性回归模型的

加权数值会对参数估计精度产生非常大的影响，其最优权值

不仅仅和其他各类数据的测量误差统计特性相关联，还与各

类数据模型的结构，即模型曲率、样本量的大小等有关，从而

由线性模型Ｇａｕｓｓ－Ｍａｒｋｏｖ定理得到权值（仅与观测数据精

度有关）不再是最优的。
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２）本文提出了考虑强度和疲劳寿命影响的层合复合材

料铺层参数优化方法。以强度和疲劳寿命值作为约束条件，

以铺层参数 （铺层角度和层数）作为设计变量，以质量为

优化目标，基于 ＶｉｓｕａｌＳｔｕｄｉｏ和 ＡＮＳＹＳ软件平台，编写

了优化程序，该优化方法经过算例验证能够有效的实现考

虑强度和疲劳寿命影响的层合结构优化分析。

３）对层合板进行优化分析，结果显示：在强度单一约

束９０％σ犫条件下优化后的结构质量下降了６２．４％，最优铺

层对应的强度值为６０３．７５Ｍｐａ；在疲劳寿命单一约束９４

０００约束条件下优化后的结构质量降低了６２．５％，最优铺

层对应的疲劳寿命为９４２００；在强度８０％σ犫和疲劳寿命９４

０００双约束下优化后的质量降低了５６．２％，最优铺层对应

的强度值为６１３．１２５Ｍｐａ，疲劳寿命为９４３００。结果显示双

约束条件下优化所得最优铺层对应的强度和疲劳寿命值均

大于单一约束条件下的对应值，可知双约束优化所得的最

优铺层力学性能更好。

参考文献：

［１］王丹勇．层合板接头损伤失效与疲劳寿命研究 ［Ｄ］．南京：南

京航空航天大学，２００６．

［２］黄　曦．碳纤维增强复合材料层合板疲劳寿命与剩余强度试验

研究 ［Ｄ］．南京：南京航空航天大学，２００６．

［３］雷　驰．温度环境下复合材料层合结构疲劳寿命预测方法研究

［Ｄ］．南京：南京航空航天大学，２０１５．

［４］李晓宇，王佩艳 ．ＣＣＦ３００／ＢＡ９９１６层合板在湿度环境下的剪

切性能试验研究 ［Ｊ］．重庆理工大学学报 （自然科学）．２０１７

（８）：９８ １０２．

［５］Ｗ ＴＳ．ＳｔｒｅｎｇｔｈＣｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆＣｏｍｐｏｓｉｔｅＭａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］．

ＮＡＳＡＣＲ．１９６５．

［６］ＤｅｇｒｉｅｃｋＪＶＰ Ｗ．Ｆａｔｉｇｕｅｄａｍａｇｅｍｏｄｅｌｉｎｇｏｆｆｉｂｒｅ－ｒｅｉｎ

ｆｏｒｃｅｄｃｏｍｐｏｓｉｔｅｍａｔｅｒｉａｌｓ：ｒｅｖｉｅｗ［Ｊ］．ＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓＲｅ

ｖｉｅｗｓ．２００１，５４ （４）：２７９ ３００．

［７］ＥｒｄａｌＯ，ＳｏｎｍｅｚＦＯ．Ｏｐｔｉｍｕｍｄｅｓｉｇｎｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｌａｍｉｎａｔｅｓ

ｆｏｒｍａｘｉｍｕｍｂｕｃｋｌｉｎｇｌｏａｄｃａｐａｃｉｔｙｕｓｉｎｇｓｉｍｕｌａｔｅｄａｎｎｅａｌｉｎｇ

［Ｊ］．２０１４．

［８］ＫａｚｅｍｉＭ，ＶｅｒｃｈｅｒｙＧ．Ｄｅｓｉｇｎｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｌａｍｉｎａｔｅｄｐｌａｔｅｓ

ｆｏｒｍａｘｉｍｕｍｂｕｃｋｌｉｎｇｌｏａｄｗｉｔｈｓｔｉｆｆｎｅｓｓａｎｄｅｌａｓｔｉｃｍｏｄｕｌｕｓ

ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ［Ｊ］．ＣｏｍｐｏｓｉｔｅＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ．２０１６，１４８：２７ ３８．

［９］孙　秦，景　钊．等厚度复合材料层板的顺序优化设计方法

［Ｐ］．２０１５１０４７１８６２．７．

［１０］侯玉品．复合材料层合板铺层设计与离散结构选型优化方法

研究 ［Ｄ］．大连：大连理工大学，２０１３．

［１１］姜封国．结构系统基于可靠性的优化设计研究 ［Ｄ］．哈尔滨：

哈尔滨工程大学，２００９．

［１２］柯　俊，史文库，钱　琛，等．采用遗传算法的复合材料板

簧多目标优化方法 ［Ｊ］．西安交通大学学报，２０１５，４９ （８）：

１０２ １０８．

［１３］陆振玉，张恩阳，刘　波．基于改进自适应遗传算法的复合

材料铺层优化设计 ［Ｊ］．玻璃钢／复合材料，２０１６ （２）：５３

５６．

［１４］孙士平，张卫红．基于改进模拟退火算法的复合材料层合板

频率优化 ［Ｊ］．复合材料学报，２０１５，（３）：９０２ ９１０．

［１５］ＺｅｈｎｄｅｒＮ，ＥｒｍａｎｎｉＰ．Ａｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｙｆｏｒｔｈｅｇｌｏｂａｌｏｐｔｉｍｉ

ｚａｔｉｏｎｏｆｌａｍｉｎａｔｅｄｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ［Ｊ］．ＣｏｍｐｏｓｉｔｅＳｔｒｕｃ

ｔｕｒｅｓ，２００６ （７２）：３１１ ３２０．

［１６］ＬｉｎＣ，ＬｅｅＹ．Ｓｔａｃｋｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆｌａｍｉｎａｔｅｄ

ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｕｓｉｎｇｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｔｈｌｏｃａｌｉｍ

ｐｒｏｖｅｍｅｎｔ［Ｊ］．ＣｏｍｐｏｓｉｔｅＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００４ （６３）：３３９ ３４５．


