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多渐消因子平方根容积卡尔曼滤波算法

鲍水达１，张　安２，高　飞２
（１．西北工业大学 电子信息学院，西安　７１０１２９；２．西北工业大学 航空学院，西安　７１００７２）

摘要：针对平方根容积卡尔曼滤波 （ＳＣＫＦ）在系统模型不准确和状态突变情况下鲁棒性差的问题，提出了一种多渐消因子平方根

容积卡尔曼滤波算法 （ＭＳＴＳＣＫＦ）；ＭＳＴＳＣＫＦ引入强跟踪思想，通过多渐消因子实时调整增益矩阵，建立多渐消因子数值求解方法，

克服多渐消因子求解依赖先验知识的不足；采用假设检验理论对系统异常进行检测，降低误判概率，提高滤波稳定性；通过仿真分析，

比较了ＳＣＫＦ、单渐消因子平方根容积卡尔曼滤波 （ＳＴＳＣＫＦ）和 ＭＳＴＳＣＫＦ的算法性能，实验表明 ＭＳＴＳＣＫＦ具有更好的跟踪精度和

鲁棒性。

关键词：平方根容积卡尔曼滤波；强跟踪滤波；多渐消因子；假设检验
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０　引言

Ａｒａｓａｒａｔｎａｍ提出的平方根容积卡尔曼滤波
［１］ （ｓｑｕａｒｅ－

ｒｏｏｔｃｕｂａｔｕｒｅＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＳＣＫＦ）具有设计方法简洁，调节

参数少，数学推理严谨，收敛性较好等特点，有效克服了无迹

卡尔曼滤波 （ｕｎｓｃｅｎｔｅｄｋａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＵＫＦ）基于直觉，高维

非线性模型收敛性差的不足，受到了广泛的关注和应用［２］。和

卡尔曼滤波一样，ＳＣＫＦ也是基于高斯过程的最优估计，在模

型准确条件下，具有估计精度高的特点。当模型存在误差时，

由于ＳＣＫＦ的 “记忆性”，“陈旧”的量测数据降低当前时刻的

状态估计精度，甚至滤波发散。

为了提高卡尔曼滤波应对模型不准确性和状态突变的能

力，文献 ［３］基于渐消滤波思想提出了强跟踪滤波 （ｓｔｒｏｎｇ

ｔｒａｃｋｉｎｇｆｉｌｔｅｒ，ＳＴＦ）。该滤波器基于正交性原理，迫使不同

时刻的残差序列处处保持互相正交，从而提取残差中的有效

信息，确定渐消因子，强迫强跟踪滤波保持对实际系统状态

的跟踪。但ＳＴＦ是基于扩展卡尔曼滤波 （ｅｘｔｅｎｄｅｄｋａｌｍａｎｆｉｌ

ｔｅｒ，ＥＫＦ），仅利用Ｔａｙｌｏｒ展开对非线性模型进行一阶近似，

当系统是高阶强非线性时，ＳＴＦ滤波精度会严重下降甚至

发散。

ＳＣＫＦ是确定性采样滤波方法，通过一定量的采样点，

传递后加权求和来拟合后验均值和协方差。与 ＥＫＦ相比，

ＳＣＫＦ无需求解状态转移函数和量测函数的雅可比矩阵，精

度高，收敛性好等特点。将强跟踪思想引入ＳＣＫＦ，建立强

跟踪ＳＣＫＦ，兼具了两者的优点：鲁棒性强，滤波精度高，

数值稳定性好，计算速度快，容易实现且应用范围广［４８］，

有效地克服ＥＫＦ的不足。目前的研究主要集中在基于ＳＴＦ

理论架构，建立单渐消因子平方根容积卡尔曼滤波 （ｓｉｎｇｌｅ

ｓｔｒｏｎｇｔｒａｃｋｉｎｇＳＣＫＦ，ＳＴＳＣＫＦ），并与其他方法结合，互补

提高滤波器整体性能。然而，ＳＴＳＣＫＦ每次迭代只计算一个

渐消因子，对整个系统进行平均性能的改善，不能保证滤波

器的最佳性，当处理多维系统时，会导致部分系统状态估计

结果变差甚至发散。文献 ［９］基于多重渐消因子扩展卡尔

曼 滤 波 （ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｆａｄｉｎｇ ｆａｃｔｏｒｓ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｋａｌｍａｎ ｆｉｌｔｅｒ，

ＭＦＥＫＦ）的思想，基于先验知识，预先设定多个渐消因子间

的比例系数，将ＳＴＳＣＫＦ扩展成多渐消因子ＳＣＫＦ （ｍｕｌｔｉｐｌｅ

ｆａｄｉｎｇｆａｃｔｏｒｓｓｔｒｏｎｇｔｒａｃｋｉｎｇＳＣＫＦ，ＭＳＴＳＣＫＦ），以不同的速

率对多维状态进行渐消修正，具有更高的估计精度，但比例

系数的确定严重依赖先验知识。

为此，本文提出一种新的 ＭＳＴＳＣＫＦ，依据正交原理在
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ＳＣＫＦ的充分条件，建立多渐消因子的数值求解算法，迭代中

直接计算确定多个渐消因子，对各个状态进行单独渐消修正，

以保证滤波器的最佳性；采用假设检验来判断是否存在模型不

确定或者未知干扰，避免ＳＴＦ中以渐消因子是否大于１作为

系统异常判断标准的不足，降低误判概率，提高滤波稳定性。

仿真实例验证了本文方法的有效性。

１　多渐消因子平方根容积卡尔曼滤波

考虑以下非线性离散系统：

狓犽 ＝犳（狓犽－１）＋狑犽－１ （１）

狔犽 ＝犺（狓犽）＋狏犽 （２）

　　其中：狓犽∈犚
狀为系统状态向量，狔犽∈犚

犿 为量测向量，狀和

犿为对应维数；犳（·）和犺（·）分别为非线性系统的状态转移函

数和量测函数；狑犽－１∈犚
狀为系统噪声，狏犽∈犚

犿为量测噪声，二

者均为高斯白噪声，且互不相关，协方差矩阵为犙犽 和犚犽。

ＳＣＫＦ的核心是三阶球面－相径容积规则，经过严谨的数

学推导，使用２狀个容积点对非线性高斯滤波中的积分进行拟

合。与ＵＫＦ相比，ＳＣＫＦ采样点是对称的，所有点权值相同

且为正数，没有中心点，具有更好的稳定性。ＳＣＫＦ采用了平

方根算法，滤波过程中传递的是预测误差协方差和后验误差协

方差的平方根，避免了矩阵求根操作，保证了协方差矩阵的对

称性和正定性，进一步提高了数值稳定性。

然而，当模型中存在较强的不确定时，ＳＣＫＦ的状态估计

精度将会下降，甚至发散。而且，ＳＣＫＦ在系统达到平稳状态

时，增益矩阵趋于极小值。若系统状态发生突变，残差将变

大，但增益矩阵仍保持极小值，使得ＳＣＫＦ不能充分提取残差

中的信息，丧失对突变状态的跟踪能力。

ＳＴＦ则是通过在状态预测协方差中引入渐消因子，在线

选择合适的时变增益矩阵，使得滤波器满足正交性原理，即：

犈［（狓犽 －^狓犽）（狓犽 －^狓犽）
犜］＝ｍｉｎ （３）

犈［犲犽＋犼犲
犜
犽］＝０，犽＝１，２，…；犼＝１，２，… （４）

　　其中：犲犽为犽时刻的残差。式 （３）是滤波器性能指标，式

（４）要求滤波器中不同时刻的残差序列保持处处正交，也是正

交性原理这一名称的由来。

将ＳＴＦ思想引入ＳＣＫＦ建立 ＭＳＴＳＣＫＦ，能兼得两者的

优点，具有鲁棒性强，滤波精度高，数值稳定性好，计算速度

快的特点。模型的不确定性可能受多个状态变量影响，采用多

个渐消因子分别对每个状态变量进行调整，能提高滤波器的性

能，保证滤波器的最优性。

１１　犕犛犜犛犆犓犉中的渐消因子求解算法

ＳＴＦ是基于ＥＫＦ建立，在求解多渐消因子时，依赖先验

知识确定多渐消因子之间的比例，再以类似单渐消因子的方法

求解。在求解过程中，需要使用状态转移函数和量测函数的雅

可比矩阵。ＳＣＫＦ是确定性采样滤波方法，计算中并不需要使

用雅可比矩阵。实际中，先验知识和非线性系统的雅可比矩阵

都不易获得，为了降低对它们的依赖，建立ＳＣＫＦ中的多渐消

因子直接求解算法。

为了与平方根算法相适应，保证预测误差协方差阵的对称

性和正定性，ＭＳＴＳＣＫＦ中引入多渐消因子形式如下：

犘犽／犽－１ ＝Λ犽（犘
狊
犽／犽－１）Λ

犜
犽 （５）

　　其中：犘狊犽／犽－１ 表示引入渐消因子前的预测误差协方差矩阵，

Λ犽 ＝ｄｉａｇ［ λ１，槡 犽， λ２，槡 犽，…， λ狀，槡 犽］，λ犻，犽 为渐消因子，犻＝１，２，

…狀。对应的平方根为：

犛犽／犽－１ ＝Ｔｒｉａ（犘犽／犽－１）＝Ｔｒｉａ（Λ犽（犘
狊
犽／犽－１）Λ

犜
犽）＝Λ犽犛

狊
犽／犽－１ （６）

　　其中：犛狊犽／犽－１ 表示引入渐消因子前的预测误差协方差平方

根，犜狉犻犪（·）表示一种三角化运算，一般指ＱＲ分解。

类似强跟踪ＵＫＦ残差正交化充分条件的数学推导
［１０］，式

在ＳＣＫＦ中的充分条件为：

犘狊狓狔，犽／犽－１－犓犽犞犽 ＝０ （７）

　　其中：犞犽 计算如下：

犞犽 ＝

犲１犲
犜
１，犽＝０

ρ犞犽－１＋犲犽犲
犜
犽

１＋ρ
，犽＞烅

烄

烆
０

（８）

　　其中：ρ是遗忘因子，０＜ρ≤１，通常取ρ＝０．９５。将相关

变量带入并简化得，

（Λ犽（犘
狊
犽／犽－１）Λ

犜
犽）＝犎－

１
犽 （犞犽－犚犽）（犎

犜
犽）－

１ （９）

　　当犎犽 不是方阵时，则犎－
１
犽 是犎犽 的广义逆。令：

犌犽 ＝犎
－１
犽 （犞犽－犚犽）（犎

犜
犽）－

１ （１０）

　　令式 （９）左右两边对角线元素相等，有：

λ犻，犽犘
狊
犻犻，犽／犽－１ ＝犌犻犻，犽 （１１）

　　从而求得：

λ犻，犽 ＝
犌犻犻，犽
犘狊犻犻，犽／犽－１

（１２）

　　根据 （狓犽 －^狓犽）与量测噪声狏犽 不相关，犎犽 可近似表示为：

犎犽 ＝ （犘
狊
狓狔，犽／犽－１）

犜（犘狊犽／犽－１）
－１ （１３）

　　渐消因子小于１时，表示不存在模型不准确性或者状态突

变，故限定渐消因子应大于等于１。整理得 ＭＳＴＳＣＫＦ中多渐

消因子求解公式为：

λ犻，犽 ＝ｍａｘ（１，
犌犻犻，犽
犘狊犻犻，犽／犽－１

）

犌犽 ＝ （（犘
狊
狓狔，犽／犽－１）

犜（犘狊犽／犽－１）
－１）－１（犞犽－犚犽）·

（（（犘狊狓狔，犽／犽－１）
犜（犘狊犽／犽－１）

－１）犜）－

烅

烄

烆
１

（１４）

１２　系统异常检测

在ＳＴＦ中，系统是否存在异常的判断是基于求解得的渐

消因子值。若渐消因子大于１，则系统存在异常，通过渐消因

子进行修正；反之，系统正常，将渐消因子赋值为１，表示不

进行修正，容易出现误判。本文采用假设检验的方法，定义一

个服从自由度为犿的χ
２ 统计量，对系统异常进行检测。定义

两个假设如下：

零假设γ０ ：系统正常工作；

备选假设γ１ ：系统存在异常。

定义χ
２ 统计量β犽 如下：

β犽 ＝犲
犜
犽［犢犽／犽－１犢

犜
犽／犽－１＋犚］

－１犲犽 （１５）

　　选定显著性水平α，则有：

犘｛χ
２
＞χ

２
α，犿｝＝α，０＜α＜１ （１６）

　　可确定得阈值χ
２
α，犿。当备选假设γ１ 成立，则统计量β犽 大于

阈值χ
２
α，犿，也就是：

γ０：β犽＋１ ≤χ
２
α，犿　犽

γ１：β犽＋１ ＞χ
２
α，犿　犽

（１７）
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１３　犕犛犜犛犆犓犉算法流程

ＭＳＴＳＣＫＦ具体算法步骤如下：

１）假设已知系统犽－１时刻的估计状态狓^犽－１和协方差阵平

方根犛犽－１。

２）时间更新。根据文献 ［１］中的ＳＣＫＦ时间更新过程，

计算犽时刻状态预测值狓^犽／犽－１ 和犽时刻未引入渐消因子的预测

误差协方差矩阵平方根犛狊犽＋１／犽。

３）系统状态异常检测。计算残差犲狊犽 和加权中心矩阵

犢狊犽／犽－１ 如下：

犡狊犻，犽／犽－１ ＝犛
狊
犽／犽－１ξ犻＋^狓犽／犽－１ （１８）

狔
狊
犻，犽／犽－１ ＝犺（犡

狊
犻，犽／犽－１） （１９）

狔^
狊
犽／犽－１ ＝

１

犾∑
犾

犻＝１

狔
狊
犻，犽／犽－１ （２０）

犲狊犽 ＝狔犽 －^狔
狊
犽／犽－１ （２１）

犢狊犽／犽－１ ＝
１

槡犾
［狔
狊
１，犽／犽－１ －^狔

狊
犽／犽－１　狔

狊
２，犽／犽－１ －^狔

狊
犽／犽－１

…　狔
狊
犾，犽／犽－１ －^狔

狊
犽／犽－１］ （２２）

　　将残差犲
狊
犽 和加权中心矩阵犢

狊
犽／犽－１ 带入式 （１５）得到β犽，并与

设定的阈值χ
２
α，犿 对比。若β犽 大于χ

２
α，犿，则备选假设γ１ 成立，进

入步骤４）；反之，系统正常，不计算渐消因子，进入步骤５）。

４）计算渐消因子。犞犽 计算如式 （８）所示，计算得互协方

差矩阵犘狊狓狔，犽／犽－１ 和预测误差协方差矩阵犘
狊
犽／犽－１ 如下：

犘狊狓狔，犽／犽－１ ＝χ
狊
犽／犽－１（犢

狊
犽／犽－１）

犜 （２３）

犘狊犽／犽－１ ＝χ
狊
犽／犽－１（χ

狊
犽／犽－１）

犜 （２４）

χ
狊
犽／犽－１ ＝

１

槡犾
［犡狊１，犽／犽－１ －^狓犽／犽－１　犡

狊
１，犽／犽－１ －^狓犽／犽－１

…　犡狊犾，犽／犽－１ －^狓犽／犽－１］ （２５）

　　将犘
狊
狓狕，犽／犽－１、犘

狊
犽／犽－１ 和犞犽 带入式 （１４）计算得多渐消因子。

计算引入渐消因子后的预测误差协方差阵平方根：

犛犽／犽－１ ＝Λ犽犛
狊
犽／犽－１ （２６）

　　５）量测更新。根据文献 ［１］中的ＳＣＫＦ量测更新过程，

利用犽时刻状态预测值狓^犽／犽－１ 和犽时刻预测误差协方差矩阵平

方根犛犽＋１／犽，计算犽时刻状态估计值^狓犽和犽时刻状态误差协方差

阵平方根犛犽。

２　仿真分析

采用某一强耦合非线性随机系统［９］来验证 ＭＳＴＳＣＫＦ的

有效性，并对量测方程做了相应修改，具体如下：

狓犽，１ ＝０．００１（犱犽－１狕犽－１－犵犽－１犫犽－１）／犮犽－１＋狓犽－１，１＋狑犽－１，１

狓犽，２ ＝０．００１（－犵犽－１狕犽－１＋犪３犫犽－１）／犮犽－１＋狓犽－１，２＋狑犽－１，２

狓犽，３ ＝０．００１狓犽－１，１＋狓犽－１，３＋狑犽－１，３

狓犽，４ ＝０．００１狓犽－１，２＋狓犽－１，４＋狑犽－１，４

狔犽，１ ＝狓犽，１＋狏犽，１

狔犽，２ ＝狓犽，２＋狏犽，２

狔犽，３ ＝狓犽，３＋狓犽，４＋狏犽，

烅

烄

烆 ３

　　其中：犱犽－１＝犪１＋犪２ｃｏｓ（狓犽－１，４），犵犽－１＝犪３＋０．５犪２ｃｏｓ（狓犽－１，４），

狕犽－１ ＝犪２ｓｉｎ（狓犽－１，４）（狓犽－１，１狓犽－１，２ ＋０．５狓
２
犽－１，２）－犪４ｃｏｓ（狓犽－１，３）－

犪５ｃｏｓ（狓犽－１，３ ＋ 狓犽－１，４）＋ 狌犽－１，１，犫犽－１ ＝ －０．５犪２ｓｉｎ（狓犽－１，４）
２
－

犪５ｃｏｓ（狓犽－１，３＋狓犽－１，４）＋狌犽－１，２，犮犽－１＝犪３犱犽－１－犵
２
犽－１，犪１＝３．８２，犪２＝

２．１２，犪１ ＝０．７１，犪４ ＝８１．８２，犪５ ＝２４．６，狌犽－１，１ ＝１２５－５（１－

ｅｘｐ（－０．２（犽－１））），狌犽－１，２＝１２５－１０（１－ｅｘｐ（－０．２（犽－１））），在

滤波过程中，设犚＝ｄｉａｇ［０．０１，０．０１，０．０１］，犙＝０。异常判断中，

选定显著性水平为９５％，则阈值χ
２
α，犿 ＝７．８１４７。

为验证本文提出的 ＭＳＴＳＣＫＦ处理模型不准确性和状态

突变的能力，仿真中采用３种方法进行对比：ＳＣＫＦ、文献

［７］提出的ＳＴＳＣＫＦ和本文的 ＭＳＴＳＣＫＦ。

２１　状态突变

假设在犽＝７０和犽＝１４０时，由于外部干扰，狓犽，１ 分别有

＋４和－３的突变。ＳＣＫＦ、ＳＴＳＣＫＦ和 ＭＳＴＳＣＫＦ对４个状

态的估计如图１～图４所示。

图１　三种方法对狓犽，１的状态估计

图２　三种方法对狓犽，２的状态估计

图３　三种方法对狓犽，３的状态估计

图４　三种方法对狓犽，４的状态估计
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从图１中可知，当突变发生后，ＳＣＫＦ不能及时跟踪突变

状态，对突变响应比较迟缓，估计精度有所下降，需要很长一

段时间才能对回到正常误差区间，应对干扰能力不足，鲁棒性

较差。引入强跟踪思想后，ＳＴＳＣＫＦ和 ＭＳＴＳＣＫＦ均能有效

的从残差中提取信息，计算渐消因子，实现对突变状态的跟

踪，响应速度快，鲁棒性好，且在突变点附近，ＭＳＴＳＣＫＦ稳

定性优于ＳＴＳＣＫＦ，波动小，估计精度更好。

从图２可知，突变发生时，ＳＣＫＦ的估计误差并没有明显

的变化，而是在十多秒后突然误差变大，偏离真实值，很长时

间没有收敛回正常误差范围。ＳＴＳＣＫＦ在突变发生时有比较明

显的波动，估计误差变大，这是由于单渐消因子的局限性，只

能对滤波器实现平均性能的改善，牺牲了其他状态的估计精

度。虽然 ＭＳＴＳＣＫＦ在突变处也有一定的波动，但并不明显。

采用假设检验对系统异常进行检测后，ＭＳＴＳＣＫＦ的滤波稳定

性优于ＳＴＳＣＫＦ，在保持鲁棒性的情况下，减少了误判导致的

滤波结果波动，在三种算法中估计精度最好。

图３和图４中表现地更为明显，ＳＣＫＦ和ＳＴＳＣＫＦ对狓犽，３

和狓犽，４ 的估计在第一次突变后就急速下降，并趋于发散，

ＳＴＳＣＫＦ估计精度甚至比ＳＣＫＦ更差。ＭＳＴＳＣＫＦ对狓犽，３ 和

狓犽，４ 的估计精度不如前面两个变量那么好，有比较明显的波

动，然而明显优于ＳＴＳＣＫＦ和ＳＣＫＦ，随着时间逐渐趋于正常

的误差范围，并没有趋于发散。

可见，ＳＣＫＦ并没有处理状态突变的能力，抗干扰能力

差，对４个状态的估计精度均不理想。ＳＴＳＣＫＦ引入单渐消因

子，对狓犽，１ 和狓犽，２ 实现了较好的估计，但局限于单渐消因子只

能对滤波器进行平均性能改善的不足，对狓犽，３和狓犽，４的估计非

常不理想，无法保证每个状态的最优估计。ＭＳＴＳＣＫＦ采用４

个渐消因子，分别对４个状态进行修正，有效地保证了滤波器

的最优性，不但能有效跟踪状态突变，对其他状态变量也保持

了良好的滤波精度。

２２　模型不确定性

假设从犽＝７０起，由于外界因素，系统噪声方差变为犙

＝ｄｉａｇ［０．０１，０．０１，０，０］，而在滤波器中，仍然认为犙＝０。进

行１００次蒙特卡洛仿真，所得到的４个状态变量平均绝对误差

如图５所示。

在系统噪声发生变化之前，ＳＣＫＦ、ＳＴＳＣＫＦ和 ＭＳＴＳＣＫＦ

均能较好的实现状态估计，估计精度没有明显的区别。系统噪

声发生变化后，ＳＣＫＦ估计误差明显变大，呈发散趋势，都没

有再次收敛回到正常误差范围。ＳＴＳＣＫＦ对狓犽，１和狓犽，２的估计结

果明显优于ＳＣＫＦ，但由于一个渐消因子不能保证对各个状态

分量修正都是合理的，ＳＴＳＣＫＦ对狓犽，３和狓犽，４的估计结果不是很

理想，且在系统噪声发生变化时，有比较大的波动，需要一定

时间才能回到正常误差区间。ＭＳＴＳＣＫＦ对各个变量分别进行

修正，各变量的估计误差均小于ＳＣＫＦ和ＳＴＳＣＫＦ，保证了每

个变量的滤波最优性，克服了ＳＴＳＣＫＦ的不足，假设检验对系

统异常进行检测后，滤波过程稳定，波动少。

３　结束语

为了解决ＳＣＫＦ在系统模型不准确和状态突变情况下鲁棒

性差，滤波精度明显下降的问题，本文结合强跟踪滤波器思

想，将多渐消因子引入ＳＣＫＦ，建立 ＭＳＴＳＣＫＦ。完善多渐消

因子引入方法，保持预测误差协方差的对称性；基于正交原

图５　系统噪声变化时４个状态的平均估计误差

理，推导多渐消因子在ＳＣＫＦ中的数值求解方法，克服原多渐

消因子求解依赖先验知识的不足。ＭＳＴＳＣＫＦ基于多渐消因

子，各个变量分别进行修正，互不影响，保证了滤波器的最优

性，克服单渐消因子的缺点。采用假设检验代替渐消因子作为

系统是否异常的标准，减少误判，提高稳定性。仿真结果表

明，在模型存在不确定性和状态突变的情况下，ＭＳＴＳＣＫＦ对

每个状态都保持了良好的估计精度和响应速度，突变点波动

小，各方面均优于ＳＣＫＦ和ＳＴＳＣＫＦ，有效的弥补了ＳＣＫＦ的

不足。
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