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摘要：主要研究了通用函数方程的曲线绘制过程。根据用户输入的函数表达式，使用 ＶＣ＋＋编程语言对输入的字符串进行

分析，并绘制出相对应的函数曲线；该研究包括函数方程式的解析和逆波兰式求值、规定区域内函数曲线初始值和初始方向的确

定，以及函数曲线的逐点绘制过程；根据 ＭＦＣ图像绘制方法，对内存ＤＣ缓冲技术进行了研究，建立基于Ｂｉｔｍａｐ的内存兼容

ＤＣ，以高效地完成函数图像的平移和缩放操作方法；该研究已实现多项式函数、常用数学函数以及数学函数的复杂嵌套形式的

绘制；当用户输入出现错误时，能够智能地提示错误位置；该研究对数学教学和函数模型研究具有深刻的意义。

关键词：方程式解析；逆波兰式求值；函数曲线绘制

犇犲狊犻犵狀狅犳犉狌狀犮狋犻狅狀犆狌狉狏犲犕犪犽犲狉

ＭａｏＫａｉｍｅｉ，ＺｏｕＸｉｎｇ
（ＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＤｅｐａｒｔｍｅｎｔ，ＸｉａｎＲａｉｌｗａｙＶｏｃａｔｉｏｎａｌＴｅｃｈｎｉｃａｌＩｎｓｔｉｔｕｔｅ，Ｘｉａｎ　７１００１４，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆｇｅｎｅｒｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｄｒａｗｉｎｇｉｓｓｔｕｄｉｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ．Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｔｈａｔｕｓｅｒｉｎｐｕｔ，ｉｔｉｓ

ａｎａｌｙｚｅｄｂｙＶＣ＋＋ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇｌａｎｇｕａｇｅ，ａｎｄａｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｈｏｕｌｄｂｅｄｒａｗｎｆｉｎａｌｌｙ．Ｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｃｌｕｄｅｓｔｈｅ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｐａｒｓｉｎｇａｎｄＲｅｖｅｒｓｅＰｏｌｉｓｈＮｏｔａｔｉｏｎｅｖａｌｕａｔｉｏｎ，ａｎｄｔｈｅｅｖａｌｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅａｎｄｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｃｕｒｖｅｗｉｔｈｉｎａｃｅｒｔａｉｎａｒｅａ，ａｎｄｔｈｅｒｅｎｄｅｒｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓｏｆａｆｕｎｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｐｏｉｎｔｂｙｐｏｉｎｔ．ＴｈｅｍｅｍｏｒｙＤＣｂｕｆｆｅｒｉｎｇｔｅｃｈｎｉｑｕｅｉｓ

ａｌｓｏｒｅｓｅａｒｃｈｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＭＦＣｄｒａｗｉｎｇｍｅｔｈｏｄ．ＣｏｍｐａｔｉｂｌｅｍｅｍｏｒｙＤＣｂａｓｅｄｏｎＢｉｔｍａｐｉｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｔｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ

ｃｏｍｐｌｅｔｅｔｈｅｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｎｄｓｃａｌｉｎｇｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎｉｍａｇｅｓ．Ｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｈａｓａｃｃｏｍｐｌｉｓｈｅｄｔｈｅｒｅｎｄｅｒｉｎｇｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎｓｃｏｎｓｔｉｔｕｔｅｄｏｆｘｉｎ

ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ，ａｎｄｃｏｍｍｏｎｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ａｎｄｏｔｈｅｒｃｏｍｐｌｅｘｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｓｓｅｍｂｌｅｄｂｙｓｉｍｐｌｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．Ｗｈｅｎａｎｅｒｒｏｒｏｃｃｕｒｓ

ｉｎｔｈｅｕｓｅｒｉｎｐｕｔｓ，ｔｈｅｅｒｒｏｒｐｌａｃｅｃａｎｂｅｉｎｄｉｃａｔｅｄｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔｌｙ．Ｉｔｉｓｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｔｏｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓｔｅａｃｈｉｎｇａｎｄｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

ｍｏｄｅｌｂｕｉｌｄｉｎｇａｎｄｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｇ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｆｕｎｃｔｉｏｎｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｐａｒｓｉｎｇ，；ＲＰＮｏｔａｔｉｏｎｅｖａｌｕａｔｉｏｎ；ｆｕｎｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｄｒａｗｉｎｇ

０　引言

随着图形技术的日益广泛应用，计算机绘图方法的研

究也就显得愈来愈重要。目前已提出通用的像素级曲线生

成算法。其中较为卓著的有我国刘勇奎教授提出的 “曲线

的逐点生成算法”［１］，它只用整数运算，可以绘制多种曲

线，包括Ｂｅｚｉｅｒ曲线、Ｂ样条曲线、多项式函数曲线等
［２３］。

该算法本身能自动调整前进的方向，因此无论曲线的走向

如何变化，该算法都能随着曲线走向的变化而调整自己，

使其总能与曲线的走向保持一致。该课题的目的就是为了

研究通用函数曲线的绘制算法，实现函数曲线绘制的软件。

本课题依据现有的曲线逐点绘制算法，并结合开发语言的

特性，实现像素级的函数曲线生成器，并使用图像缓冲技

术，解决可能遇到的闪屏等问题。本课题实现函数曲线生

成器将解决多项式函数、常用数学函数等的绘制问题，并

允许函数相互嵌套组合，用户自由输入表达式，即可得到

函数图像。本课题所实现的软件能够智能地判断所输入的

方程式的正确性，如果出现错误，可以指示出错误位置。

软件不限制显示区域，并可以同时显示多个函数图像，用

颜色区分。软件同时可以对可视区域进行坐标的缩放操作，

可以观察函数在某个微小区域内的曲线变化。这对数学教

学、研究等用途的函数模型参考具有重要的意义。

１　函数方程式的解析求值

１１　方程式的节点解析

本课题研究的函数表达式默认以狔＝犳（狓）的形式输入。

用户需要输入的部分为犳（狓），程序将自动添加为犳（狓）－狔

＝０的形式，即最终解析形式仍为犳（狓，狔）＝０。课题的方

程式解析器，期望输入方程式的字符串和变量参考表，输

出解析结果对象。解析结果将包含解析正确与否的信息，

若正确，结果对象中将包含分解后的节点对象列表；若失

败，结果对象中也应包含错误原因和错误位置。

１２　节点列表的逆波兰处理

通过上文的处理，输入的表达式已分解成由节点组成

的列表，并且，除了括号的匹配问题之外，节点列表的顺

序是合法的中序表达式顺序。要使表达式可以方便求值，

需要将节点顺序转化为逆波兰式。将一个普通的中序表达

式转换为逆波兰表达式的一般算法是：

首先需要分配１个栈，作为临时存储运算符的栈Ｓ１

（含一个结束符节点），一个队列，作为输入逆波兰式的列
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表Ｓ２ （空队列），Ｓ１栈可先放入优先级最低的运算符 ‘＃’

号节点，注意，中缀式应以此最低优先级的节点结束，这

里扩展出 ‘＃’号操作符节点作为终结符节点。为了与Ｓ１

栈中的终结节点呼应，需要在中缀式最后加入终结符，以

便算法可以正确结束［４］。从中缀式的左端开始取出节点，

逐序进行如下步骤：

１）若取出的节点是值型节点，则将该节点直接送入

Ｓ２栈；

２）若取出的节点是非值型节点，则将该节点与Ｓ１栈

栈顶元素比较，如果该节点优先级大于Ｓ１栈栈顶节点的优

先级，则将该运算符进Ｓ１栈，否则，将Ｓ１栈的栈顶节点

弹出，送入Ｓ２队列中，直至Ｓ１栈栈顶节点低于 （不包括

等于）该节点优先级，则将该节点送入Ｓ１栈；

３）若取出的非值型节点是右括号或终结符节点，则将

Ｓ１栈栈顶弹出，该节点不进入Ｓ２队列中，直接销毁；

４）重复上面的１～３步，直至处理完所有的中缀式节

点列表。

完成以上步骤，队列Ｓ２便为逆波兰式输出结果。

１３　逆波兰式的求值

上文可以得到正确的逆波兰式顺序的节点列表，而得

到逆波兰式的目的便是求值。如图１所示。

图１　逆波兰式求值

２　绘图区域内曲线初始值的确定

２１　绘图区域、视图区域和坐标区域模型

在研究曲线绘制前，首先应明确程序绘图区域、视图

区域和坐标区域的概念模型。为实现平移、缩放和曲线粗

细控制，并解决 ＭＦＣ闪屏问题，引入绘图区域的概念。定

义一个的ＢｉｔＭａｐ对象，其尺寸定义为宽高分别为屏幕大小

的２倍，使用该ＢｉｔＭａｐ定义一个兼容的 ＭｅｍＤＣ对象，

此ＢｉｔＭａｐ可以看成一张画布，即绘图区域，其生成的兼容

的 ＭｅｍＤＣ对象即为画布的ＤＣ对象，它控制着画布的绘

制和显示。函数图像都将绘制在此画布上。因此画布需要

定义左上角的坐标偏移量和每像素所占的坐标值。将画布

放大到像素级，想象成稀疏的网格，以网格的左上角的点

代表该像素，则根据左上角像素的坐标偏移量和每像素坐

标值，可以计算出画布上任意一点所处的坐标值。同样的，

已知某个坐标值，需要定位到画布上的某个像素点，那么，

可以做如下假定：若该坐标值的点落在某网格内，则认为

其对应的像素点即为该网格所对应的像素点。这样假设的

误差在半个像素范围内，因此假设可以接受。

２２　曲线初始像素点的确定

二分法确定曲线的初始像素点：

可以将绘制区域内曲线初始化像素点转化为，确定像

素点的ｘ值后，寻找距离曲线最近的像素点，即确定像素

点的ｙ值。图２展示了使用二分法寻找距离曲线最近像素点

的算法过程。

图２　二分求解曲线的起始像素点流程图

如图２的流程。ＧｅｔＰｏｉｎｔＯｎＣｕｒｖｅ函数接受３个参数，

第一个参数为当前像素列的ｘ值，第二个参数为求得的像

素点的ｐｏｉｎｔ对象，第３个参数为画布的矩形对象。初始

时，ｔｏｐ、ｂｏｔｔｏｍ分别为画布的顶端和底部，即指示出该列

像素的顶部和底部两个像素。将这两个像素所对应的坐标

值 （狓，狔）带入函数方程式犳（狓，狔），得到两个值。

２３　曲线初始点的运动方向确定

要确定曲线的运动方向，即需要计算曲线在该点处的

导数值。根据导数值就可以判断出曲线在该点处的走向。

导数的定义如下：

犳′（狓０）＝
Δ狔０

Δ狓０
＝
犳（狓０＋犱狓）－犳（狓０）

犱狓
（１）

　　式 （１）中的犱狓期望取得足够小，而实际犱狓的值取绘
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图区域的每像素所占坐标值的０．５倍，产生的误差就可以

在可接受的范围内。

根据这个导数值，可以确定曲线的走向。以该点位中

心，划分出８个方向，这８个方向分别记为犿１至犿８，则

导数值和方向区间的对应关系如图３。

图３　曲线导数值和方向向量

３　曲线的逐点绘制算法

３１　一个通用的像素级曲线生成算法

二维平面上曲线的一般表达式为

犳（狓，狔）＝０ （２）

　　根据曲线的正负性质提出的算法如下：一个像素级绘

制算法就是要逐点地选择距离实际曲线最近的那些象素点。

设当前点的坐标为 （狓，狔），则下一步就要从其相邻象素点

中选择一个距离实际曲线最近的象素。８个前进方向依次设

为犿１至犿８，如图４所示。为实现曲线绘制，在算法中，

根据曲线的不同走向被分为８个部分，并进行了处理。例

如，根据曲线趋势，假如某一小段曲线的切线方向在犿１和

犿２之间，即大于０°而小于４５°，则由算法的犘１部分进行绘

制。假如这小段曲线的切线方向在犿２和犿３之间，则由犘２

部分进行绘制，以此类推，如图４所示。

图４　一个像素的８个相邻像素及对应的移动方向

下面以第一部分Ｐ１ 为例讨论算法的实现。首先判断象

素 （狓，狔＋１）和（狓＋１，狔＋１）中距离曲线较近的像素，即将

（狓，狔＋１）和 （狓＋１，狔＋１）分别代入式 （２），比较两者绝对

值的大小。如果狘犳（狓，狔＋１）狘的绝对值较小，则说明（狓，狔

＋１）点距离曲线较近，该点就成为下一步的当前点，否则

下一步就前进到 （狓＋１，狔＋１）点。

如果当曲线的走向发生变化时，如何判断，以便转到

算法中相应的部分。这是该算法的一个关键技术，即算法

的自动方向调整。具体方法如下：

当犳（狓，狔＋１）和犳（狓＋１，狔＋１）皆为正或皆为负，则说

明 （狓＋１，狔＋１）和（狓，狔＋１）两点在曲线的同一侧。这时曲

线的走向已脱离犚１方向的范围，曲线的走向最大可能为

犚２或者犚８。通过判断犳（狓，狔＋１）和犳（狓＋１，狔＋１）之间的

绝对值大小可以确定是犚２还是犚８。若后者小于前者，则

是犚２，否则是犚８。如果曲线的走向既不在犚２方向域内，

也不在犚８方向域内，那么在转到算法的犘２或犘８部分后仍

可以继续判断曲线的走向 （见下面的算法，其中首先要判

断的是曲线走向是否属于其它方向，以便转到算法的相应

部分），否则，算法是不前进的。因此，它可以生成任何弯

曲度的曲线，包括在某些点处具有很大转向的曲线。

３２　绘图区域内的函数绘制

根据上节的算法，可以从已知点，逐点绘制出函数曲

线。该算法的迭代出口是处理点不在绘图区域内。然而，

考虑到绘图区域的特殊性，算法退出后，绘图区域的右边

可能仍有函数图像。根据１．２节所指示，算法退出后，将继

续进入下一个初始值寻找的迭代过程，直到横坐标超出绘

图区域。这样就保证了绘图区域图像的完全覆盖。

４　函数图像的平移和缩放

根据２．１小节的定义，为实现平移、缩放和曲线粗细

控制，并解决 ＭＦＣ闪屏问题，引入绘图区域、视图区域和

坐标区域的概念［５］。定义一个的Ｂｉｔｍａｐ对象，其尺寸定义

为宽高分别为屏幕大小的２倍，使用该Ｂｉｔｍａｐ定义一个兼

容的 ＭｅｍＤＣ对象，此Ｂｉｔｍａｐ可以看成一张画布，即绘图

区域。视图区域一定是从绘图区域截取的某个矩形，视图

区域的大小由程序窗体的大小决定。视图区域相对于绘图

画布有两个像素级的偏移量 （ＯｆｆｓｅｔＸ，ＯｆｆｓｅｔＹ）。坐标区

域即绘图区域所映射的坐标矩形范围。坐标区域由绘图区

域的坐标偏移量和每像素坐标值决定。这里的每像素所占

坐标值的定义，是支持视图缩放功能的本质原理。每像素

所占的坐标值越大，坐标轴刻度越精确，函数图像即显示

某个细节部位，便于观察某个小范围内函数图像的变化过

程。每像素所占的坐标值越小，绘图区域所代表的坐标区

域就越大，函数图像即显示在更宏观的视图状态下的情形。

区域模型如图５所示。

图５　视图区域、绘图区域、坐标区域模型
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４１　函数图像的平移操作

根据３．１小节对绘图区域和视图区域的定义，要实现

函数图像的平移操作，即实现视图区域的平移。我们已知，

视图区域包含在绘图区域的矩形中，根据像素偏移量 （Ｏｆｆ

ｓｅｔＸ，ＯｆｆｓｅｔＹ）进行偏移定位。在窗体需要重绘时，程序

从画布上复制视图区域所对应的像素数据，从内存ＢｉｔＭａｐ

中快速批量地复制视图区域的数据到显存［６］。为了提高效

率，避免阻塞ＵＩ线程，如果用户的操作没有引起绘图区域

产生重绘，而只是视图区域的重绘，那么函数曲线的逐点

绘制过程就不用进行，而只需要更新偏移量 （ＯｆｆｓｅｔＸ，

ＯｆｆｓｅｔＹ），然后重新刷新内存数据到显存即可，这个效率是

非常高的［７］。

平移操作在用户对视图区域按下左键开始，弹起左键

结束。当按下左键时，在消息映射的处理函数中，首先记

录下拖拽起始点，并置拖拽标识量为真，设置捕获鼠标事

件，让鼠标离开窗口后程序依然可以捕获消息［８］。

在鼠标移动的消息处理函数中，判断如果目前正处于

拖拽状态，则获得当前鼠标位置，计算出鼠标偏移量，将

这个偏移量累加到视图区域相对绘图区域的偏移量上，然

后触发视图区域重绘，并更新拖拽起始点。

在鼠标弹起时，释放捕获动作，并设置拖拽标识量为

非真。再次触发鼠标移动事件时，则只更新状态栏而不移

动视图区域中的函数图像。这样，给用户的感觉是，函数

图像随着鼠标的拖拽而移动。

在更新视图区域的偏移量时，应注意，避免让视图区

域超出绘图区域。如果视图区域因偏移，到达绘图区域的

边缘，则说明绘图区域需要进行重绘。该重绘动作需要使

得视图区域偏移回到中心，这需要重新计算绘图区域的左

上角坐标偏移量，使得视图区域的坐标不发生变化，即绘

图区域的函数图像不发生位移。

４２　函数图像的缩放操作

函数图像的缩放操作与平移类似。其不同点在于，缩

放操作必然会触发绘图区域的重绘，因为缩放操作需要更

新绘图区域的画布的每像素所占坐标值大小［９１０］。在缩放前

后，需要保证视图区域的中心点的坐标值不变，这样产生

的缩放动作才符合逻辑。这就需要在缩放前记录下视图区

域中心的坐标值，在改变每像素所占坐标值大小后，将视

图区域平移到绘图区域中心，同时根据当前视图区域的偏

移，改变绘图区域的左上角坐标偏移，使得视图区域中心

坐标值不变。这样，在缩放前后，视图区域总是以中心点

在进行放大或缩小操作。

５运行及测试

测试用例１：

用例名称：不连续函数曲线绘制测试。

测试用例输入和预期结果如表１。

测试结论及说明：

程序能够正确处理非连续函数的绘制，包括对极限的

处理和不存在导数值的点的处理。

表１　测试用例１输入预期表

表达式 线宽 颜色 预期结果

ｙ＝０．５／ｘ ４ ｒｇｂ（０，０，１６０）
反比例曲线，两侧无限逼

近ｙ轴，但ｙ轴上无图像

ｙ＝ｘ／ａｂｓ（ｘ） ４ ｒｇｂ（２５５，１２８，０）
分断函数，ｙ轴右侧为ｙ＝

－１，左侧为ｙ＝１的曲线

ｙ＝

－ｘ^（ｘ／ａｂｓ（ｘ））
４ ｒｇｂ（２５５，０，０）

第二象限是反比例曲线，

第４象限是ｙ＝－ｘ的直线

图６　非连续函数绘制图

测试用例２：

用例名称：三角函数周期极限测试。

测试用例输入和预期结果如表２。

预期结果：呈现有规则的正弦线而不出现紊乱。

测试结果如图２～９。

测试结论及说明：

在能够接受的精度范围内，程序正确地绘制出了函数

曲线，当精度要求更高时，程序绘制出现交叠。当出现精

表２　测试用例２输入预期表

表达式 线宽 颜色

ｙ＝２ｓｉｎ（１０ｘ） １ ｒｇｂ（０，０，０）

ｙ＝２ｓｉｎ（２０ｘ） １ ｒｇｂ（０，０，０）

图７　ｙ＝２ｓｉｎ （１０ｘ）测试截图

（下转第２６３页）


