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摘要：多目标进化算法因其在解决含有多个矛盾目标函数的多目标优化问题中的强大处理能力，正受到越来越多的关注与研

究；极值优化作为一种新型的进化算法，已在各种离散优化、连续优化测试函数以及工程优化问题中得到了较为成功的应用，但

有关多目标ＥＯ算法的研究却十分有限；将采用Ｐａｒｅｔｏ优化的基本原理引入到极值优化算法中，提出一种求解连续多目标优化问

题的基于多点非均匀变异的多目标极值优化算法；通过对６个国际公认的连续多目标优化测试函数的仿真实验结果表明：文章提

出算法相比ＮＳＧＡ－ＩＩ、ＰＡＥＳ、ＳＰＥＡ和ＳＰＥＡ２等经典多目标优化算法在收敛性和分布性方面均具有优势。

关键词：多目标优化；进化算法；极值优化；多点非均匀变异
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０　引言

大量的实际工程优化问题都可以描述为典型的计及多

个性能指标且满足多种约束条件的多目标优化问题［１］。传

统的多目标优化方法往往将多个目标函数进行加权求和，

整合成单目标优化问题，而这显然是违背多目标优化的基

本思想。多目标进化算法因其在解决多个矛盾目标函数优

化问题时的强大处理能力，正受到越来越多的研究与关

注［２４］。目前，多目标优化算法存在的主要问题包括：如何

促使算法加快或更好地逼近问题的真实的 Ｐａｒｅｔｏ解集

（ＴｒｕｅＰａｒｅｔｏ），这就是所谓的收敛性问题；另一个问题就

是如何最获得更加均匀分布的最终的Ｐａｒｅｔｏ解集，这就是

所谓的分布性问题［１，５］。以上两个问题可以说是多目标优化

算法的核心问题所在。

极值动力学优化算法 （Ｅｘｔｒｅｍａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＥＯ）作

为一种新颖的优化算法［６７］，最早由Ｂｏｅｔｔｃｈｅｒ和Ｐｅｒｃｕｓ于

１９９９年提出，起源于统计物理领域的自组织临界 （Ｓｅｌｆ－

ｏｒｇａｎｉｚｅｄｃｒｉｔｉｃａｌｉｔｙ，ＳＯＣ）理论和Ｂａｒｋ－Ｓｎｅｐｐｅｎ生物演化

模型 （ＢＳ模型）
［８］。相比于遗传算法 （ＧＡ）和粒子群算法
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（ＰＳＯ）等传统优化算法而言，ＥＯ算法具有远离平衡态的

动力学特征，从操作上看就是ＥＯ算法总是选择当前的最差

组员和与其有关系的组员来进行变异。所以，算法的实质

操作只有变异操作而不存在交叉等操作。ＥＯ算法自提出起

来，在离散优化、连续优化以及各种工程优化问题中得到

了较为成功的应用［９１６］，但有关多目标ＥＯ算法的研究却十

分有限［１７２１］。

本文将提出一种能够解决连续多目标优化问题的基于

多点 非 均 匀 变 异 （Ｍｕｌｔｉ－ｎｏｎ－ｕｎｉｆｏｒｍ ｍｕｔａｔｉｏｎ，

ＭＮＵＭ）的多目标极值优化算法，该算法以下简称为

ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ。该算法的基本思想是将采用Ｐａｒｅｔｏ优化

的基本原理引入到极值优化算法中，即在对当前个体逐个

组员变异后所产生的个体中，利用Ｐａｒｅｔｏ优化的概念，选

取其中一个非支配来无条件取代当前个体并进行外部存档，

经逐代优化后获得最终的Ｐａｒｅｔｏ解集供决策者使用。通过

对典型连续多目标优化测试函数的仿真测试实验从而验证

本文提出算法相比其它经典多目标优化算法的有效性。

１　多目标优化问题

以目标函数均为最小化问题为例，连续多目标优化问

题定义如下［１］：

ｍｉｎ｛犳１（狓），犳２（狓），．．．，犳犕（狓）｝，狓 ＝ （狓１，狓２，．．．，狓犖）

狊．狋．　犵犼（狓）≥０，犼＝１，２，．．．，犑；

犺犽（狓）＝０，犽＝１，２，．．．，犓；

狓犻

犔
≤狓犻≤狓犻

犝

（１）

　　其中：犖 表示决策变量的个数，犕 表示目标函数的个

数，犑为不等式约束的个数，犓 为等式约束的个数，狓犔犻为

第犻个决策变量的下限，狓犝犻 为第犻个决策变量上限。

定义１ （Ｐａｒｅｔｏ支配，ＰａｒｅｔｏＤｏｍｉｎａｎｃｅ）决策向量狓狌

∈犡 ：若Ｐａｒｅｔｏ支配决策向量狓狏∈犡，记为狓狌＜狓狏，当且

仅当：

１）犻∈ ｛１，…，犿｝满足犳犻 （狓狌）≤犳犻 （狓狏）；

２）犼∈ ｛１，…，犿｝满足犳犼 （狓狌）≤犳犼 （狓狏）；

此时，也称决策向量狓狏Ｐａｒｅｔｏ支配于决策向量狓狌。若

决策向量狓狌 与决策向量狓狏 不存在Ｐａｒｅｔｏ支配关系，则称

它们非支配 （Ｎｏｎ－ｄｏｍｉｎａｔｅｄ）。

定义２（Ｐａｒｅｔｏ最优解，ＰａｒｅｔｏＯｐｔｉｍａｌｉｔｙ）决策向量狓狌∈

犡 称为犡 上的Ｐａｒｅｔｏ最优解，当且仅当狓狏∈犡 使得狓狏

＜狓狌。

定义３（Ｐａｒｅｔｏ最优解集，ＰａｒｅｔｏＯｐｔｉｍａｌＳｅｔ，ＰＯＳ）

对于给定的多目标优化问题犳 （狓），Ｐａｒｅｔｏ最优解集 （ρ）

定义为：ρ ＝ ｛狓狌∈犡 ｜狓狏∈犡，狓狏＜狓狌｝。Ｐａｒｅｔｏ最

优解集中的个体也称为非支配个体。

定义４ （Ｐａｒｅｔｏ前沿，ＰａｒｅｔｏＦｒｏｎｔ，ＰＦ））对于给定的

多目标优化问题犳 （狓）和Ｐａｒｅｔｏ最优解集 （ρ），Ｐａｒｅｔｏ

前沿 （ρ犳
）定义为：ρ犳

＝ ｛犳 （狓狌）｜狓狌∈ρ｝。显然

算法得到的最优Ｐａｒｅｔｏ解集是逼近Ｐａｒｅｔｏ前沿。

２　犕犗犈犗－犕犖犝犕算法设计

ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ算法的主要部分包括：随机产生单个

个体，利用 ＭＮＵＭ 变异来更新后代，基于非支配排序的

Ｐａｒｅｔｏ适应度评价准则和一个外部存档更新机制。我们首

先给出 ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ 的主要算法流程，其后在给出流

程中使用的细节模块。

２１　主要算法流程

输入：一个连续多目标优化测试问题，ＭＯＥＯ－

ＭＮＵＭ算法的可调整参数：最大迭代次数犐ｍａｘ、外部存档

最大个数犃ｍａｘ和 ＭＮＵＭ变异的参数犫。

输出：ＭＯＥＯ－ＰＬＭ算法优化后的最终Ｐａｒｅｔｏ解集。

步骤１：随机产生一个个体犛犆，并令外部存档Ａ为空。

步骤２：通过当前个体犛犆 逐个组员进行 ＭＮＵＭ变异，

并保持其它组员不变，产生犖 个子代个体 ｛犛犻，犻＝１，２，

…，犖 ｝，其中犖 为变量个数即组员个数。ＭＮＵＭ变异具

体实现如下方程所示：

犛犻（狓犻）＝

犛犆（狓犻）＋（狓
犝
犻 －犛犆（狓犻））．犃（狋），ｉｆ 狉＜０．５

犛犆（狓犻）＋（犛犆（狓犻）－狓
犔
犻）．犃（狋），ｉｆ 狉≥０．５

犛犆（狓犻）， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

烅

烄

烆

（２）

犃（狋）＝ 狉１ １－
狋

犐ｍａｘ
（ ）［ ］

犫

（３）

　　其中：狉和狉１表示０～１范围内的随机数，狋表示算法运

行的当前迭代次数。

步骤３：对这犖 个子代个体 ｛犛犻，犻＝１，２，…，犖｝

使用基于非支配排序的Ｐａｒｅｔｏ适应度评价准则进行排序。

步骤４：如果只存在一个非支配个体，令该个体为犛狀犱；

如果存在多个则随机选择一个个体作为犛狀犱。

步骤５：启用基于拥挤度距离的外部存档更新机制Ｕｐ

ｄａｔｅ＿Ａｃｈｉｅｖｅ（犛狀犱，Ａｃｈｉｅｖｅ），用犛狀犱来更新外部存档。

步骤６：将当前个体犛犆无条件替代为犛狀犱。

步骤７：不断重复步骤２～７，直至满足停止条件或达到

最大迭代次数。

步骤８：将外部存档作为到目前为止最优化的Ｐａｒｅｔｏ解

集输出。

２２　基于非支配排序的犘犪狉犲狋狅适应度评价准则

ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ利用Ｐａｒｅｔｏ支配的概念来定义变异

后个体的适应度值。具体适应度赋值准则为：个体适应度

值＝解集中支配该个体的其他个体的个数。显然，适应度

值为０的个体为解集中的非支配个体，适应度值越小该个

体越优。

以两目标优化问题为例，目标函数分别为犳１和犳２，假

设当前个体为犛＝ （狓１，狓２，狓３，狓４，狓５），通过当前个体犛

逐个组员变异并保持其它组员不变的基于 ＭＮＵＭ 变异方

式，产生５个子代个体，分别为犛犃＝ （狓犿１，狓２，狓３，狓４，
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狓５），犛犅＝ （狓１，狓犿２，狓３，狓４，狓５），犛犆＝ （狓１，狓２，狓犿３，

狓４，狓５），犛犇＝ （狓１，狓２，狓３，狓犿４，狓５）和犛犈＝ （狓１，狓２，

狓３，狓４，狓犿５）且如图１所示。由Ｐａｒｅｔｏ适应度评价准则知，

以上５个解的 Ｐａｒｅｔｏ适应度值分别为犳 （犛犃）＝０，犳

（犛犅）＝犳 （犛犆）＝犳 （犛犇）＝１，犳 （犛犈）＝４。

图１　Ｐａｒｅｔｏ适应度评价准则示意图

２３　外部存档更新机制犝狆犱犪狋犲＿犃犮犺犻犲狏犲

ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ为了不丢失历代寻优过程中的优秀非

支配解，引入外部存档更新机制来保存这些优秀个体。

ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ的外部存档的保存的最大个数是一定的，

有用户自行设置。因此，当外部存档达到最大个数时，新

的个体若要进入外部存档就需要进行甄别选择，达到真

正存优的目的。

假设新产生的个体为犛狀犱，则 ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ 外部存

档更新机制如下［１７］：

１）如果外部存档中至少有一个体能够支配个体犛狀犱，

则个体犛狀犱不能加入外部存档。

２）如果个体犛狀犱能够支配外部存档中的某些个体，则

将这些个体移除，并将个体犛狀犱加入外部存档。

３）如果外部存档中的个体与个体犛狀犱互不支配时，若

外部存档个数未达到最大个数犃ｍａｘ，则将个体犛狀犱加入外部

存档；若外部存档个数达到最大个数犃ｍａｘ，则若个体犛狀犱位

于外部存档最拥挤的地方 （由下面的拥挤距离准则判断得

出），则不加入外部存档；否则个体犛 将替代掉位于外部存

档最拥挤的地方的个体而加入外部存档。

ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ利用由Ｄｅｂ等人
［２］在ＮＳＧＡ－ＩＩ中提

出的拥挤距离准则来选择出外部存档中处于最拥挤的地方

的个体。我们首先将新产生的个体犛狀犱连同外部存档中的所

有个体联合在一起计算每个个体的拥挤距离。需要注意的

是为保护每个目标的极端值，将所在个体的拥挤距离赋值

为无穷大。

３　实验测试与分析

采用国际上通用的６个经典多目标标准测试函数
［２］来验

证本文所设计的 ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ 算法的性能。表１列出

表１　典型的连续多目标优化测试问题

测试问题 变量维数犖 变量界限 目标函数 Ｐａｒｅｔｏ特点

ＳＣＨ １ ［－１０３，１０３］
犳１（狓）＝狓

２

犳２（狓）＝ （狓－２）
２

凸

ＺＤＴ１ ３０ ［０，１］

犳１（狓）＝狓１

犳２（狓）＝犵（狓）［１－ 狓１／犵（狓槡 ）］

犵（狓）＝１＋９（∑
犖

犻＝２
狓犻）／（狀－１）

凸

ＺＤＴ２ ３０ ［０，１］

犳１（狓）＝狓１

犳２（狓）＝犵（狓）［１－（狓１／犵（狓））
２］

犵（狓）＝１＋９（∑
犖

犻＝２
狓犻）／（狀－１）

非凸

ＺＤＴ３ ３０ ［０，１］

犳１（狓）＝狓１

犳２（狓）＝犵（狓）［１－ 狓１／犵（狓槡 ）－
狓１

犵（狓）
ｓｉｎ（１０π狓１）］

犵（狓）＝１＋９（∑
犖

犻＝２
狓犻）／（狀－１）

凸，不连续

ＺＤＴ４ １０

狓１ ∈ ［０，１］

狓犻 ∈ ［０，１］

犻＝２，．．．，犖

犳１（狓）＝狓１

犳２（狓）＝犵（狓）［１－ 狓１／犵（狓槡 ）］

犵（狓）＝１＋１０（狀－１）＋∑
犖

犻＝２
［狓犻－１０ｃｏｓ（４π狓犻）］

非凸

ＺＤＴ６ １０ ［０，１］

犳１（狓）＝１－ｅｘｐ（－４狓１）ｓｉｎ
６（６π狓１）

犳２（狓）＝犵（狓）［１－（犳１（狓）／犵（狓））
２］

犵（狓）＝１＋９［（∑
犖

犻＝２
狓犻）／（狀－１）］

０．２５

非凸，非均匀分布
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了本 文 所 用 的 测 试 函 数 ＳＣＨ、ＺＤＴ１、ＺＤＴ２、ＺＤＴ３、

ＺＤＴ４和ＺＤＴ６，包括测试函数的表达式、变量维数、变量

界限、Ｐａｒｅｔｏ前沿特点。

利用文献 ［２］中的两个性能指标来衡量不同算法的性

能。第一个指标是收敛性指标γ，衡量的是算法优化后得到

的Ｐａｒｅｔｏ解集与真实Ｐａｒｅｔｏ解集的间的逼近程度。第二个

指标是分布性指标Δ，衡量的是算法优化后得到的Ｐａｒｅｔｏ

解集的分布均匀性。计算公式如下：

Δ＝

犱犳＋犱犾＋∑
犖－１

犻＝１

狘犱犻－犱犿狘

犱犳＋犱犾＋（犖－１）犱犿
（４）

式中，犱犳和犱犾是算法优化后的Ｐａｒｅｔｏ前沿的边界点和真实

Ｐａｒｅｔｏ前沿的边界点的欧氏距离，而犱犻 是算法优化后的

Ｐａｒｅｔｏ前沿中两个连续点之间的欧氏距离，犱犿 是所有犱犻

（１，２，…，犖－１）的平均值。显然一个越好的算法它的

收敛性指标越小，分布性指标越小。

ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ算法的参数设置为犐ｍａｘ＝６０００，犃ｍａｘ

＝１００，犫＝２。所有实验基于 ＭＡＴＬＡＢ２０１２ｂ软件进行，运

行环境为３．１０ＧＨｚ，ｉ５－２４００的２ＧＢＲＡＭ 的ＰＣ机，每

个测试函数独立运行３０次。

表 ２ 列 出 了 ＭＯＥＯ－ ＭＮＵＭ 与 ＮＳＧＡ －ＩＩ
［２］、

ＰＡＥＳ
［２２］、ＳＰＥＡ

［２３］和ＳＰＥＡ２
［２４］等经典多目标进化算法的

性能比较数据，包括收敛性指标γ的平均值和方差，分布

性指标Δ的平均值和方差及其两个指标的排名。为了便于

读者对比分析，表格中采用粗体对获得的最好性能指标进

行了标记。

从表 ２可以看出，在收敛性方面，尽管 ＭＯＥＯ－

ＭＮＵＭ在求解ＳＣＨ问题时稍逊于ＰＡＥＳ，在其它５各测试

问题的性能排名第１，但综合来看 ＭＯＥＯ－ＰＬＭ 在收敛性

上面还是令人满意的；在分布性方面，ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ占

据很大优势，在各个测试问题上都排名第 １，体现出

ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ的独特性能即具有优秀的分布性能。

更进一步地，ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ算法求解６个典型测试

问题获得的最优Ｐａｒｅｔｏ前沿如图２所示。不难看出，针对

表２　ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ与其它经典优化算法的性能比较

测试问题 优化算法
收敛性指标γ 分布性指标Δ

γ－平均值 γ－方差 排名 Δ－平均值 Δ－方差 排名

ＳＣＨ

ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ ０．００３３１２ １．１２Ｅ－０７ ２ ０．１６２６３４ ５．９７Ｅ－０５ １

ＮＳＧＡ－ＩＩ
［２］

０．００３３９１ ０ ３ ０．４７７８９９ ０．００３４７１ ２

ＰＡＥＳ
［２２］ ０．００１３１３ ０．０００００３ １ １．０６３２８８ ０．００２８６８ ４

ＳＰＥＡ
［２３］

０．００３４０３ ０ ４ １．０２１１１０ ０．００４３７２ ３

ＳＰＥＡ２
［２４］ ／ ／ ／ ／ ／ ／

ＺＤＴ１

ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ ０．００１３５６ １．７３Ｅ－０７ １ ０．２６４４３２ ０．００７７５６ １

ＮＳＧＡ－ＩＩ
［２］ ０．０３３４８２ ４．７５Ｅ－０３ ４ ０．３９０３０７ ０．００１８７６ ２

ＰＡＥＳ
［２２］

０．０８２０８５ ８．６８Ｅ－０３ ５ １．２２９７９４ ０．００４８３９ ５

ＳＰＥＡ
［２３］ ０．００１７９９ １．００Ｅ－０６ ３ ０．７８４５２５ ０．００４４４０ ４

ＳＰＥＡ２
［２４］

０．００１４４８ ３．１７Ｅ－０４ ２ ０．４７２２５４ ０．０９７０７２ ３

ＺＤＴ２

ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ ０．０００７２６ １．１２Ｅ－０８ １ ０．１９００２３ ０．０００５３７ １

ＮＳＧＡ－ＩＩ
［２］

０．０７２３９１ ０．０３１６８９ ４ ０．４３０７７６ ０．００４７２１ ２

ＰＡＥＳ
［２２］ ０．１２６２７６ ０．０３６８７７ ８ １．１６５９４２ ０．００７６８２ ５

ＳＰＥＡ
［２３］

０．００１３３９ ０ ３ ０．７５５１４８ ０．００４５２１ ４

ＳＰＥＡ２
［２４］ ０．０００７４３ ８．３３Ｅ－０５ ２ ０．４７３８０８ ０．０９３９ ３

ＺＤＴ３

ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ ０．００３５６７ ２．５２Ｅ－０７ １ ０．４４８５６７ ０．００２７６７ １

ＮＳＧＡ－ＩＩ
［２］ ０．１１４５００ ０．００７９４０ ５ ０．７３８５４０ ０．０１９７０６ ４

ＰＡＥＳ
［２２］

０．０２３８７２ ０．００００１０ ３ ０．７８９９２０ ０．００１６５３ ５

ＳＰＥＡ
［２３］ ０．０４７５１７ ０．００００４７ ４ ０．６７２９３８ ０．００３５８７ ３

ＳＰＥＡ２
［２４］

０．００３７１６ ０．０００５８６ ２ ０．６０６８２６ ０．１９１４０６ ２

ＺＤＴ４

ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ ０．０２０３４５ ０．０００９０２ １ ０．５３８３７８ ０．０４５９７５ １

ＮＳＧＡ－ＩＩ
［２］

０．５１３０５３ ０．１１８４６０ ３ ０．７０２６１２ ０．０６４６４８ ２

ＰＡＥＳ
［２２］ ０．８５４８１６ ０．５２７２３８ ４ ０．８７０４５８ ０．１０１３９９ ７

ＳＰＥＡ
［２３］

７．３４０２９９ ６．５７２５１６ ５ ０．７９８４６３ ０．０１４６１６ ４

ＳＰＥＡ２
［２４］ ０．０２８４９２ ０．０４７４８２ ２ ０．７０５６２９ ０．２６６１６２ ３

ＺＤＴ６

ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ ０．０００６０３ ５．４３Ｅ－１０ １ ０．１８０３２６ ０．００４１２３ １

ＮＳＧＡ－ＩＩ
［２］ ０．２９６５６４ ０．０１３１３５ ５ ０．６６８０２５ ０．００９９２３ ２

ＰＡＥＳ
［２２］

０．０８５４６９ ０．００６６６４ ３ １．１５３０５２ ０．００３９１６ ５

ＳＰＥＡ
［２３］ ０．２２１１３８ ０．０００４４９ ４ ０．８４９３８９ ０．００２７１３ ４

ＳＰＥＡ２
［２４］

０．０１１６４３ ０．００２３９７ ２ ０．６７０５４９ ０．０７７００９ ３
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每个测试问题，ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ 获得的最优Ｐａｒｅｔｏ前沿

都与真实 Ｐａｒｅｔｏ前沿基本重合。换句话说，ＭＯＥＯ－

ＭＮＵＭ算法具有求解多目标优化问题最优Ｐａｒｅｔｏ前沿的

潜力。

４　结语

本文提出了一种高效解决连续多目标优化问题的基于

多点非均匀变异的多目标极值优化算法，简称为 ＭＯＥＯ－

ＭＮＵＭ。通过对国际上通用的６个多目标标准测试函数

图２　ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ求解６个典型测试问题获得的

最优Ｐａｒｅｔｏ前沿

（包括ＳＣＨ、ＺＤＴ１、ＺＤＴ２、ＺＤＴ３、ＺＤＴ４和ＺＤＴ６）的仿

真实验，从而验证了本文所设计的 ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ 算法

相比与ＮＳＧＡ－ＩＩ
［２］、ＰＡＥＳ

［２２］、ＳＰＥＡ
［２３］和ＳＰＥＡ２

［２４］等经

典多目标进化算法在多样性和分布性方面都具有明显的优

势。另外，本文也对比了ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ求解６个典型测

试问题获得的最优Ｐａｒｅｔｏ前沿与真实Ｐａｒｅｔｏ前沿，更进一

步地验证了 ＭＯＥＯ－ＭＮＵＭ 算法具有求解多目标优化问

题最优Ｐａｒｅｔｏ前沿的潜力。

本文提出的多目标极值优化算法进一步深入研究方向

包括：１）通过设计更有效的变异操作因子或引入更高效的

外部存档更新机制对算法进行改进；２）将本文提出算法推

广应用到复杂控制系统优化设计、智能电网多目标规划和

能量管理等实际工程优化问题中。
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