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基于低阶犜狌犮犽犲狉分解的图像恢复技术研究

杨海亮
（青海警官职业学院，青海 西宁　８１０００６）

摘要：近年来，图像恢复逐渐成为数字图像处理领域的研究焦点，为了有效地对受损的、丢失了的图像数据进行恢复，采用张量数

据结构的形式来表示待恢复的图像数据，并且提出了一种基于张量的图像恢复方法，通过充分识别清洁图像中混合噪声的内在结构；具

体来说，对于干净的图像内容，使用张量Ｔｕｃｋｅｒ分解来描述所有频带之间的全局相关性，以及各向异性空间光谱总变化 （ＳＳＴＶ）正则

化，以表征空间和频域中的分段平滑结构；对于混合噪声的图像内容，采用正则化来检测稀疏噪声，包括条纹，脉冲噪声和死像素，开

发了一种用于通过使用增强拉格朗日乘数 （ＡＬＭ）方法来求解所得优化问题的有效算法；最后，对模拟和现实生活中有噪声的图像进行

了广泛的实验，结果表明，算法工作良好，收敛快，可使受损图像恢复到一个良好的状态，恢复精度高。
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０　引言

图像恢复是近年来数字图像处理领域里的一大研究热

点［１］。现实生活中，通过各种途径获得的图像，其都存在不同

程度的污染与损坏。用相机采集图像时，当相机聚焦不够精

确、成像光源发生散射现象等，这都会使获得的图像的分辨率

下降、对比度减小以至于导致图像比较模糊［２］。对图像进行恢

复，是为了使受损或者受污的图像趋向于恢复到无损的理想状

态。可根据实际需求，将受损图像恢复到一定的程度。如今存

在的方法如反维纳滤波、Ｒ－Ｌ迭代算法等都可以对受损图像

进行复原［３］。同时，随着高阶张量在图像恢复及数据分析方面

逐渐显现出的优越性，利用张量结构表示待恢复图像数据，对

缺失图像元素进行恢复已引起各国学者的极大重视［４］。传统的

张量缺失元素恢复法有：（１）利用相邻元素间的关系对缺失元

素进行恢复，其假定缺失元素主要对其相邻的元素有依赖关

系；（２）利用元素之间的依赖程度与元素之间距离的关系，及

张量的全局信息特征对缺失数据元素加以复原［５］，实践证明，

张量全局信息特征对数据元素的恢复更加有益。张量全局恢复

法又可分为依赖自身结构特征和张量迹范数两种方法对缺失数

据进行恢复，前者效率低下，后者是基于压缩感知技术，恢复

精度高，效果好［６］。文中针对已有恢复算法不能充分利用已知

信息，或者已知信息少时恢复误差大等不足，利用所属后者类

别的张量算法，提出了一种基于低价Ｔｕｃｋｅｒ分解的图像恢复

算法，从张量元素的多维数据结构出发，提取出有效的信息特

征，对存在张量缺失信息的图像进行恢复或者复原。

１　图像恢复算法

本文以实际采集到真实的图像为研究对象，提出了基于低

阶Ｔｕｃｋｅｒ分解的图像恢复算法。算法分为４个阶段，图像光

频模型预处理、低阶张量正则化、ＡＬＭ 算法生成模型、

Ｔｕｃｋｅｒ分解恢复图像４个部分。其工作过程为：把通过使用

图像采集软件采集到的图像样品输入到系统中，经灰度化、平

滑、滤波去噪、细化等预处理后，采用张量结构表示图像数

据，把待恢复图像转化为高光谱图像，最后利用基于低阶

Ｔｕｃｋｅｒ分解的图像恢复算法进行复原，并输出复原后的图像。

２　图像光频模型预处理算法

由于现实环境的影响难以避免，实际获得的图像本身可能

已经受到严重的噪声干扰，所以在进行后续工作前要先对数字

图像进行高维变换和建立模型等预处理，然后再对图像进行

复原。
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２１　高维变换算法

一般来讲，普通的一个多维数组即可构成一个高阶的张

量，阶即为张成所在空间所需的向量空间的数量叫做阶［７］。对

于高阶的张量，其数据结构可以有效的展现出数据元素之间的

多维约束关系，这使得以张量形式表示数据拥有一定的优越

性［８］。三阶张量如图１所示。

图１　大小为１的三阶张量

对于矩阵来说，如果矩阵下标的其中之一被固定，则此时

可以获得相对应的比原始数组少了一维的子数组［９］。一般通过

只让两个下标自由变化而其他坐标全部固定即可得到张量二维

截面，即通常所说的张量切片［１０］。

２２　训练集模型的建立

已知可以将张量视为多索引数字阵列，其顺序被定义为其

模式或尺寸的数量［１１］。已知可以将张量视为多索引数字阵列，

其顺序被定义为其模式或尺寸的数量。犖阶的实值张量由狓∈

犚犐１×犐２×
···×犐狀 表示，其输入由狓犻

１
，犻
２
，．．．，犻

狀
表示。然后，可以将犖

×１向量狓视为一阶张量，犖×犕 矩阵犡 作为二阶张量。

两个相同大小的张量犡，犢的内积被定义为：

＜狓，狔＞＝ ∑
犻
１
，犻
２
，．．．，犻

狀

狓犻
１
，犻
２
，．．．，犻

狀
·狔犻

１
，犻
２
，．．．，犻

狀
（１）

　　然后将相应的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ规范定义为：

χ 犉 ＝ ＜狓，狓槡 ＞ （２）

　　张量犡的模式狀矩阵表示为狓狀。其中张量元素犻１，犻２，．．．，

犻狀，映射矩阵（犻狀，犼）满足：

犼＝１＋∑
犖

犽＝１，犽≠狀
（犻犽－１）犑犽

犑犽 ＝∏
犽－１

犿＝１，犿≠狀
犐犿

（３）

　　经高维变换、滤波去噪、细化等预处理后的训练模型如图

２所示。

图２　高维变换后的训练模型

３　基于犜狌犮犽犲狉分解的张量数据恢复算法

３１　张量正则化分析

在许多真实情况下，观测到的光频数据被几种不同类型的

噪音所污染。结果是，一个由三阶张量χ：＝ ｛χ
１，χ

２，．．．χ
犅｝，

每一个矩阵χ
犻
∈犚

犺×狑（犻＝１，２，．．．，犅），高度犺和宽度狑，犅表示

带的数量，可以被描述为，

狔＝χ＋犈 （４）

　　其中：χ和Ｅ的大小，分别代表无噪声图像光频值和混合

的噪声值。现在，图像恢复的目标是通过利用无噪声图像光频

中χ的结构和噪声条件来估计狔。

根据的研究，将噪声项分为两个子项，如图３所示。高斯

噪声项和稀疏噪声项包括条纹、脉冲噪声和死象素，其退化模

型为：

狔＝χ＋犖＋犈 （５）

　　其中弗罗贝诺斯规范和犔规范可以用来对这两个噪声子

项分别建模［１２］。

图３　张量正则化分析图

张量正则化已被广泛应用于探索应对光频恢复任务的空间

分段平滑结构［１３］。在图３中可以找到用于示出一个光频的空

间平滑度的边缘检测。实际上，还存在光频的局部平滑结构及

其频谱模式。光谱域中相邻带之间的大部分差异值几乎等于

０
［１４］。常用的张量正则化都会忽略了这种光谱平滑度，这促使

设计出一种新的ＳＳＴＶ正则化器来充分挖掘空间和光谱域中的

分段平滑结构，从而实现去噪任务［１５］。

３２　犃犔犕算法生成模型

如前所述，利用现有知识是光频混合噪声去除的关键考虑

因素。通过结合空间和频谱模型中的低阶和归一属性，引入了

一种ＳＳＴＶ低阶张量分解模型：

ｍｉｎ
χ，犛，犖
τ χ 犛犛犜犞 ＋λ 犛 １＋β 犖

２
犉

狊．狋．犢 ＝χ＋犛＋犖，

χ＝犆×犝１×犝２×犝３，犝
犜
犻犝犻 ＝犐（犻＝１，２，３） （６）

　　其中：犆×犝１×犝２×犝３ 是已张量犆和矩阵犝
犜
犻 的秩狉犻狊为

核心的Ｔｕｃｋｅｒ分解。并且ＳＳＴＶ模型中的 χ 犛犛犜犞 定义为：

χ 犛犛犜犞：＝∑
犻，犼，犽

狑１狘狓犻，犼，犽－狓犻，犼，犽－１狘＋

狑２狘狓犻，犼，犽－狓犻，犼－１，犽狘＋狑３狘狓犻，犼，犽－狓犻－１，犼，犽狘 （７）

　　其中：狓犻，犼，犽ｘ是 χ 的第犻、犼、犽项，狑犼是控制其正则化强度

的 χ 的第犼项的权重。由于 Ｔｕｃｋｅｒ分解的非凸性，因此，

本文通过使用增强拉格朗日乘数 （ＡＬＭ）方法，定义出ＳＳＴＶ

模型中的 χ 犛犛犜犞，如图４所示。

３３　基于低阶犜狌犮犽犲狉分解恢复算法

将张量χ与遮挡张量ο犿犲犵犪两者叠加，即可获得张量β＝χ．

ο犿犲犵犪，该量已经缺失部分数据，为缺失张量。

在进行迭代时，首先把原来的缺失部分数据的张量β′＝β
作如式 （８）所示的Ｔｕｃｋｅｒ分解，使之能够获得核张量τ及奇
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图４　ＡＬＭ算法生成模型

异矩阵犝１
（２），…，犝１

（犖－１），犝１
（犖）。

β′＝τ×１犝
１（１）
×２犝

１（１）…×犖犝
１（犖） （８）

式中，括号外上标为迭代次数。

根据Ｔｕｃｋｅｒ分解的原理能够得到，张量第狀阶矩阵的左

奇异矩阵与其第狀阶的奇异矩阵相对应，因此，对于 犖 阶张

量，其狀个奇异值矩阵的计算，可以当成是对大小为 （犐狀 ×

犐１犐２．．．犐狀－１犐狀＋１．．．犐犖）（１≤狀≤犖）的矩阵的ＳＶＤ分解计算犖

次，从而能够计算求得犝１
（１），犝１

（２），．．．，犝１
（犖－１），犝１

（犖）。至

于核张量，可通过如下式 （９）计算求得：

τ＝β′×１犝
１（１）犜

×２犝
１（１）犜．．．×犖犝

１（犖）犜 （９）

　　再对各奇异矩阵对应的前犽１，犽２，．．．，犽狀个奇异向量进行选

取。即可求得β
１，β

１ 与β′看起来非相似。过程如下：

分别令：犝１
（１）
犔 ＝犝

１（１）（：，１：犽１），

犝１
（２）
犔 ＝犝

１（２）（：，１：犽２），

，

犝１
（犖）
犔 ＝犝

１（犖）（：，１：犽犖），

核张量：τ犔 ＝τ（１：犽１，１：犽２，．．．，１：犽犖）

则有：

β
１
＝τ犔 ×１犝

１（１）
犔 ×２犝

１（２）
犔 …×犖犝

１（犖）
犔 （１０）

　　 该过程使得数据计算量减少，同时噪声及一些处于边缘

部分的数据元素信息被舍去，而对于缺失元素的恢复有重要影

响的一些主要成分被很好的保留了下来。对已得到的相似张量

的缺失元素信息进行提取，使之恢复到初始缺失张量β的缺失

信息部分，从而求得如式 （１１）的β
１
犔：

β
１
犔 ＝β＋β

１
（１－ο犿犲犵犪） （１１）

　　 然后对β
１
犔仍然进行类似的Ｔｕｃｋｅｒ分解，并获得与之相似

的张量β
２，再对β

２ 的缺失数据信息部分进行提取，并恢复到初

始的缺失矩阵β中，从而求得β
２
犔，……，这个过程一直重复下

去，一直到目标函数达到收敛状态为止。可以明显发现，每进

行一次迭代，相似张量与真实张量的差距就得到一定程度的减

小，而缺失元素与真实值之间也越来越靠近，由此可见，由以

上过程得到的目标函数最终能够达到收敛状态。因此，通过利

用Ｔｕｃｋｅｒ分解中产生的主要成分的特征信息，及其与张量中

各个数据元素间的内在约束关系，即可实现对缺失数据元素的

复原。

一旦迭代过程达到预先设定的收敛条件，整个恢复过程

也就完成了，可利用式 （１２）对恢复质量进行分析：

犲狉狉狅狉＝∑
狘（α－β犔）（１－ο犿犲犵犪）狘

狀犿犻狊
（１２）

图５　低阶Ｔｕｃｋｅｒ分解图

式中，分子为被遮挡数据元素的绝对值之差的和，分母为被遮

挡元素数。由于对数据的恢复主要是依靠张量自身携带的已知

数据元素，而对于已知的数据元素，其值是固定的，因而仅仅

评估缺失数据信息这一部分即可。

根据低阶Ｔｕｃｋｅｒ分解算法的一系列推导过程，得出能够

对张量的缺失数据进行恢复的迭代算法。该算法通过对一个缺

失张量χ进行一系列的迭代分解，最终得到一个与原始未被遮

挡的张量几乎相等的张量χ，此时遮挡部分数据的值已与真实

值接近，已恢复的值与原始χ中的值越接近，则表明算法的恢

复效果越好，性能更佳。算法流程如下：

输入：χ∈犚
犐
１×
犐
２
．．．×犐犖，秩犽１，犽２，．．．，犽犖，ο犿犲犵犪，犐狋犲狉ｍａｘ

１）β′＝β＝χ．ο犿犲犵犪，对张量β′进行Ｔｕｃｋｅｒ分解

２）Ｒｅｐｅａｔ

３）ｆｏｒ狀←１ｔｏＮ

４）β （狀）←犝
（狀）
∑
（狀）犞

（狀）犜

５）Ｅｎｄ

６）τ←β＇×１犝
１（１）犜

×２犝
１（１）犜．．．×犖犝

１（犖）犜

７）β′犔 ← τ（１：犽１，１：犽２，．．．，１：犽犖）×１犝
（１）（：，１：犽１）．．．

×犖犝
（犖）（：，１：犽犖）

８）β
１
←β＋β＇（１－ο犿犲犵犪）

９）β＇←β
１
犔，犻←犻＋１

１０）Ｃｏｍｐｕｔｅｅｒｒｏｒ

１１）Ｕｎｉｔｉｌ犻≤犐狋犲狉ｍａｘ

输出：χ
该算法用张量结构来表示数据信息，通过低阶Ｔｕｃｋｅｒ分

解以求解张量各元素之间的内在约束关系，再进一步提取出张

量的主要信息成份，从而即可对缺失数据进行恢复。同时，为

了减少噪声的干扰，该算法对一些次要信息成份进行了一定程

度的剔除，比如图像边缘部分的细节信息，或者是一些噪声之

类的，可以得到一个有效的 ＡＬＭ 方法来解决ＬＲＴＤＴＶ近似

模型，即顺序更新直到满足一定的收敛条件。

４　测试与分析

在以下实验中，手动调整算法的参数比较方法的结果。另

外，为了便于数值计算和可视化，图像光频的所有频带都归一

化为 ［０，１］，然后在恢复后将其扩展原来的倍数。

４１　模拟数据

把通过图像采集软件采集到的图像传送到图像处理系统

中，转换成数字信号进行处理，通过对数字图像进行灰度

化，滤波，细化等预处理后，将图像数据以张量结构形式表

示，并同时叠加上一个遮挡张量，通过对遮挡张量设置不同
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的遮挡率使图像数据受到不同程度的缺失形成缺失图像，最

后利用张量Ｔｕｃｋｅｒ分解算法对缺失图像进行复原。如图６为

图像经遮挡率为４０％的张量遮挡后所形成的缺失部分像素信

息的图像。

图６　真实有噪声图像

４２　真实数据实验

实验时，采用真实图像进行实验，将本文提出的算法应用

到图像信息恢复中。利用采集的５０幅真实图像作为测试样本

进行测试，其中每１０幅为一组，各组之间对遮挡张量设置不

同的遮挡率，且图像像素都为８０×８０。介于对张量数据进行

计算时，其计算量随张量维数增大而迅速增大，所以仿真时，

采用规模适中的５１２×５１２×３张量进行测试，并根据以往的经

验，把求相似张量过程中选取的秩设置成５ （即犽１，犽２，犽３＝５，

犽２，犽３ ＝５），迭代次数限定２５０，当设置遮挡张量的遮挡率为

４０％时，利用Ｔｕｃｋｅｒ分解算法 （迭代张量Ｔｕｃｋｅｒ分解恢复算

法）对如图３所示的缺失图像进行恢复，其恢复出来的图像效

果如图７。

图７　不同遮挡率图像的张量正则化

通过观察缺失图像图７可以发现，经过４０％的遮挡率遮

挡后，图像中的大多数像素信息已经丢失掉，因而造成图像模

糊不堪，无法进行辨认。比如说，由于图８中像素信息的丢

失，但是一般这些关键的部位在识别等一些方面起着重要的作

用。而采用低阶算法对一些缺失的像素信息进行复原后，观察

可以发现，恢复后图像各个位置的轮廓清晰可见。

当设置遮挡率为９０％时，其恢复出来的效果如图１０所

示，图９是系统采用传统的基于迹范数的张量恢复算法对受

９０％遮挡率遮挡的图像的恢复效果，低阶Ｔｕｃｋｅｒ分解算法在

高遮挡率的条件下，仍然能够对图像进行有效的恢复，尽管不

是很清晰，但比传统方法好的太多。这表明本文在设计系统的

过程中选用的恢复算法，其实际应用能力强、性能高、效果

好。但从图中可以看出，恢复效果虽遮挡的提高而下降。

如图７为经遮挡率为５０％的张量遮挡后所形成的缺失部

分像素信息的正则化图像，像素大小为２００×２００，图１０为恢

图８　不同遮挡率图像的光频低阶模型

图９　光频低阶和张量正则化的Ｔｕｃｋｅｒ分解值图

图１０　恢复后的图像

复后的图像。可见恢复效果也很好。

５　结论

本文提出了一种基于低阶 Ｔｕｃｋｅｒ分解的图像恢复算法，

从光频的低阶和张量正则化分解出发，以迭代方法进行恢复求

解，从而对丢失像素信息的图像进行复原。该过程充分利用了

矩阵分解的高维扩展性能，能充分保留张量潜在的多维信息结

构，能有效提高算法恢复精度。在待恢复张量秩已设定时，利

用已知数据元素信息及已恢复出的信息对缺失数据进行恢复。

仿真表明本系统简单、易实现，数据恢复精度高、效果好。

参考文献：

［１］ＷｕＹＤ，ＣｈｅｎＹＨ，ＺｈａｎｇＨＹ．Ａｎｉｍｐｒｏｖｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｉｍａｇｅ

ｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｍｏｄｉｆｉｅｄｈｏｐｆｉｅｌｄｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ［Ｊ］·Ｍａ

ｃｈｉｎｅＬｅａｒｎｉｎｇａｎｄＣｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ，２００５，４８ （７）：４７２０ ４７２３．

［２］唐新建．图像复原正则化方法研究 ［Ｄ］．武汉：华中科技大

学，２００６．

［３］ＥｎｇＨＬ，ＭａＫＫ．Ｎｏｉｓｅａｄａｐｔｉｖｅｓｏｆｔ－ｓｗｉｔｃｈｉｎｇｍｅｄｉａｎｆｉｌｔｅｒ，

ＩＥＥＥＴｒａｎｓｌａｔｉｏｎｓｏｎＩｍａｇｅＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ．２００１，１０：２４２ ２５１．

（下转第１８４页）


