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适应多测站滤波定轨系统的可观测度分析方法

陈　帅１，廖育荣２，倪淑燕２，李春月１
（１．航天工程大学 研究生院，北京　１０１４１６；２．航天工程大学 光电装备系，北京　１０１４１６）

摘要：基于多站测速的滤波定轨算法在航天测控领域具有重要的应用价值，研究了该系统的可观测性问题并提出一种适应弱观测条

件的基于过大条件数的可观测度判定方法；首先，建立地惯系下的卫星运动状态方程以及站心系下的量测方程；然后，采用龙格库塔离

散方法得到分析所需的非线性离散模型；最后，将多测站坐标投影代入可观测矩阵求取条件数进行可观测度定量判断，该方法相较基于

条件数的传统判定方法能更好的适应弱观测条件下的可观测性分析；仿真结果验证了提出方法的有效性，表明该可观测度分析方法可以

为多测站协同定轨的布站优化问题提供理论参考。

关键词：可观测性；可观测度；条件数；卫星定轨
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０　引言

可观测性这一概念是由Ｋａｌｍａｎ为了解决线性系统的相关

问题而提出的，如果系统的状态能被过去的观测唯一确定，则

该系统为可观测的［１］。但航天工程领域，各种系统均为非线性

的，例如自主导航及滤波定轨系统。对于非线性时变系统的可

观测性，还没有一个统一而严密的定义。

Ｌｅｅ和Ｄｕｎｎ提出的李函数准则是目前非线性系统可观测

性判定的常用准则［２］。仅判断系统的可观测性在实际应用中作

用并不大，所以引入可观测度的定义，能将系统的可观测性大

小定量的体现出来。针对这一问题，国内外先后提出多种非线

性系统的可观测度的判断方法，其中可观测矩阵ＳＶＤ分解
［３４］

和基于条件数的可观测度计算方法［５８］最为常见，然而这两种

方案均未考虑量测噪声对系统可观测性造成的影响，李恒年教

授及孙仲康教授在文献 ［９ １０］中均提出了将可观测矩阵和

量测噪声协方差矩阵结合的可观测度判定方法，所求得的可观

测度受噪声影响较大。

在多站单测量体制的实际应用条件下，对滤波定轨系统进

行可观测性分析。针对该种弱观测条件下可观测矩阵条件数过

大时可观测度判断不准确的这一情况，分析了误差形成的原因

并提出了相关解决方案。建立卫星动力学状态方程与多站测速

的量测方程，并求出其观测矩阵，采用容积卡尔曼滤波

（ＣＫＦ）算法作为定轨算法，利用 Ｍａｔｌａｂ软件对多测站滤波定

轨系统的可观测度进行仿真。通过比较不同测站组合情况下定

轨精度与可观测度的关系。仿真结果表明，改进后可观测度判

断方法相较于传统的基于条件数判断方法，能更准确判断系统

的定轨精度与可观测度的对应关系。

１　系统描述

常用非线性滤波算法如扩展卡尔曼滤波 （ＥＫＦ）、无迹卡

尔曼滤波 （ＵＫＦ）以及容积卡尔曼滤波 （ＣＫＦ），适用于非线

性系统的最优状态估计。在卫星轨道估计中常采用非线性滤波

算法进行实时轨道估计，是一种在时域上对轨道状态矢量进行

最优估计的方法，需要对系统建立状态方程与量测方程，利用

状态方程进行时间更新同时对利用量测方程进行量测更新，最

终给出最优估计。对系统进一步进行可观测性分析时，根据控

制理论的要求，需要求出非线性系统的状态转移方程与观测

方程。

１１　状态方程

根据卫星在轨道运行的动力学规律，建立卫星的轨道动力

学模型。地球是一个形状、质量分布皆非均匀的扁球体，对航

天器的引力需考虑地球非球形引力，大气阻力和太阳光压、潮

汐等其他摄动力。非球形引力项中最大的是Ｊ２ 项，数量级远

远大于其摄动力，在计算中仅考虑该项。在地心惯性坐标系

中，单颗卫星的运动方程可以表示为引力、地心距离与卫星运

动矢量的微分方程。在Ｊ２０００坐标系下建立状态方程，如下

所示：
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烆
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（１）

式中，狏狓、狏狔、狏狕 分别表示卫星在狓、狔、狕方向上的速度分量，

径向距离狉＝ 狓２＋狔
２
＋狕槡 ２，犚犲 为地球半径，μ为地球引力常

数，犑２ 为带谐项系数。

在计算机仿真分析中，连续系统无法进行时域上的状态估

计，于是将式 （１）的连续方程通过数值计算方法离散化，常

用方法有欧拉法、龙格库塔离散方法等，再对系统进行泰勒一

阶展开，变为 （２）所示的离散非线性时变系统：

犡犽＋１ ＝Φ犽＋１，犽犡犽 （２）

式中，

Φ犽＋１，犽 ＝

１ ０ ０ 犺 ０ ０

０ １ ０ ０ 犺 ０

０ ０ １ ０ ０ 犺

犿
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１ ０ ０
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０ １ ０

犾

狓
犾

狔

犾

狕

熿

燀

燄

燅
０ ０ １

（３）

　　犡犽＋１ 为犽时刻的航天器的状态量，犡犽 为犽时刻的状态量，

Φ犽＋１，犽 为犽时刻到犽＋１时刻的状态转移矩阵。

１２　量测方程

量测过程是通过地面站对航天器进行测量，常用的测量元

有测距、测速及测角。在实际应用中，相较于包含完整测元的

体制，仅采用单测角或单测速的系统轨道估计精度较低，更具

有研究意义，因此本文采用单种测速值的测量系统，对其进行

可观测性研究。

每个测站给出的径向速度量测值通过航天器的状态矢量表

示出，由此构成量测方程组。多个测站对同一航天器进行观测

获取多个测速值，在单站的情况下进行扩维运算，构成多站仅

测速系统的量测方程：

犣＝


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


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熿
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燅狀
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２
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＋
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

狑
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燀
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燅狀

（４）

式中，狕表示量测值，珋ρ狀 表示第狀个测站测得的径向速度，狀表

示测站个数。狓狀、狔狀、狕狀、狏狓狀、狏狔狀、狏狕狀 为卫星在第狀个测站中基于

测站地平坐标系下的位置速度矢量，狑是量测噪声，统计特性

为零均值高斯白噪声。

利用泰勒一阶展开对量测方程进行处理，对系统状态求偏

导，获得系统观测矩阵［１１］：
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式中，
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。

量测方程建立在站心坐标系中，状态方程建立在Ｊ２０００坐

标系中，进行滤波运算时需要提前将数据进行坐标系转换，在

同一坐标系下进行轨道估计。

２　可观测性分析

可观性及可控性是线性系统的一种定性分析方法，指系统

内的状态是否可以由输出和输入进行分析，对于系统的运行有

重要研究意义。在控制理论研究中，线性系统可观测性有明确

的判断准则，如格拉姆矩阵判据。任何线性系统的定理推广到

非线性系统时，复杂程度大大增加。因为非线性系统中某一时

刻的状态无法由初始状态推导，非线性系统可观测性分析没有

统一的判断准则。

２１　非线性系统的可观测性分析

非线性系统可通过泰勒展开等近似为线性化系统，再采用

线性系统的判断准则来判断，但该种方法对牺牲了对系统的准

确描述使计算变得简明。而直接对非线性系统的可观测性判定

在工程运用中，通常采用由 Ｌｅｅ和 Ｄｕｎｎ提出的李函数

定理［２］：

对非线性系统：

狓（狋）＝犳（狓（狋），狋）；狓（狋０）＝狓０ （６）

狔（狋）＝犺（狓（狋），狋） （７）

　　如果在狋∈ ［狋０，狋１］上，对凸集犛∈犚
狀 上的任意狓０，狓１ ∈

犛，犺（狓（狋；狓），狋）＝犺（狓（狋；狓１），狋），都有狓１＝狓０，则系统在凸集Ｓ

上是完全可观测的。线性系统在Ｓ集上的可观测性可以通过对

初始状态的可观性分析推导出来，与其状态向量的变化无关。

非线性系统的可观性不能由初始状态推导，因此考虑由状态方

程犳（·）和量测方程犺（·）进行推导。

定义：

犕（狓０；狋０，狋１）＝∫
狋１

狋０
Φ
犜（τ，狋０）犎

犜（τ）犎（τ）Φ（τ，狋０）ｄτ

犎（狋）＝
犺（狓，狋）

狓
（８）

Φ（狋，狋０）＝
犳（狓，狋）

狓
（９）

式中，犎（狋）、Φ（狋，狋０）为犺（·）和犳（·）的雅各比矩阵。若犕（狓０）

是正定的，则系统在凸集Ｓ上是完全可观测的。

将该定理应用在非线性离散时变系统中，定义可观测性矩

阵Γ为：

Γ（犽０，犽０＋犖－１）＝

犎犽
０

犎犽
０＋
１Φ犽

０＋
１，犽
０



犎犽
０＋
犖－１Φ犽０＋犖－１，犽

熿

燀

燄

燅０

（１０）

式中，犖 表示观测次数，狀表示状态维数。

如果狉犪狀犽Γ（犽０，犽０＋犖－１）＝狀，即在犖次观测中，可观测

矩阵Γ的秩等于狀，则系统在Ｓ上是完全可观测的。将式 （３）、
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（５）带入 （１０）可以得到可观测矩阵，对其求秩可以对系统的

可观测性进行判断，通过求取特征值或进行奇异值分解，都可

以对系统的可观测度进行判断。

系统中的状态噪声与量测噪声对系统的可观测性也存在影

响，对系统本身结构的可观测性描述可以不考虑噪声的影响。

考虑噪声时的系统可观测性及可观测度判断有其他的判断

方法。

２２　可观测度分析方法

可观测性定性的反应出系统的实际运行能力，为了更清楚

反应系统可观测性的大小，引入可观测度的概念，对系统的可

观测性给出一种定量的分析方法。

矩阵的条件数定义为最大奇异值和最小奇异值的比值，可

观测矩阵的条件数反映可观测矩阵的病态程度，可以理解为可

观测矩阵各行列之间的相关性，相关性强表明量测值中获取的

相似信息量多，有效信息量少；相关性弱则表明量测值中获取

的有效信息量多。这样能直观的反映出算法的稳定性、收敛性

及收敛速度，将条件数的大小作为可观测度的判断依据。

对可观测矩阵Γ进行式 （１１）所示的奇异值分解：

Γ＝犝∑犞 （１１）

式中，犝、犞为奇异值分解后的酉矩阵，∑ 为对角矩阵，对角

线上的元素为可观测矩阵Γ的奇异值。条件数犮狅狀犱（Γ）为最大

奇异值和最小奇异值的商。

犮狅狀犱（Γ）＝
ｍａｘ（∑）

ｍｉｎ（∑）
（１２）

　　在实际应用及仿真中发现，式 （１１）、（１２）直接计算出的

条件数并不适用于多站单测量体制的滤波定轨算法。传统的条

件数计算中将不同测站获取的同种体制的量测值直接带入可观

测矩阵Γ计算，所得到的可观测度仅仅是量测信息本身之间数

值大小上的相关性，当两个处于不同位置的测站所获取的量测

值在仅仅在数值上相似时，条件数会猛然增大，可知其并不能

正确体现不同测站所包含有效信息的多少，定轨精度的好坏与

所得到的条件数大小并不存在对应关系。

量测值于不同的测站坐标系中获取，于是量测值进行无量

纲约束的投影处理，将不同测站的坐标位置带入可观测矩阵计

算，将各测站所获取的量测值视为测站坐标系中的一段有向矢

量，如式 （１３）所示，则向量ρ通过三维坐标系中一个坐标

（犪，犫，犮）表示，通过坐标转换矩阵犕 将向量转换到同一坐标系

下。在数学理论上，这种向量转换可以将不同测站的位置信息

考虑进去，使可观测矩阵中不同测站获取的量测量之间具有可

比性。


ρ＝犪珒犻＋犫珗犼＋犮珗犽 （１３）


ρ′＝ 犕－１·

熿

燀

燄

燅

犪

犫

犮

－

狓犮

狔犮

狕

熿

燀

燄

燅犮

（１４）

　　珒犻、珗犼、珗犽为三维坐标系的单位向量，犕 为从地固系到测站系

的转换矩阵，狓犮、狔犮、狕犮 为该测站在地固系下的坐标。将每个测

站中获取的量测值后带入式 （１０）中计算系统可观测矩阵的条

件数，并通过可观测矩阵的条件数的大小分析系统的可观测

度。由于系统是时变的，系统下一时刻的可观测度与上一时刻

是不同的，同一时刻不同系统的可观测度大小并不能代表系统

的可观测性强弱，不同系统之间可观测度的比较，需要对一段

时间内的可观测矩阵的条件数求均值。

３　仿真分析

为了研究可观测度是否能作为滤波定轨算法精度的参考依

据，采用基于容积卡尔曼滤波的滤波定轨算法，在卫星工具包

（ＳａｔｅｌｌｉｔｅＴｏｏｌＫｉｔ，ＳＴＫ）中建立场景模型，卫星模型采用太

阳同步轨道卫星 （Ｓｕｎ－ｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｓａｔｅｌｌｉｔｅ），轨道估计数据

在轨道估计算法中采用高精度轨道预报 （ｈｉｇｈｐｒｅｃｉｓｉｏｎｏｒｂｉｔ

ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ，ＨＰＯＰ），在条件数计算中采用仅考虑Ｊ２ 项的轨

道数据，更利于状态方程的雅各比矩阵的计算同时仿真出的曲

线平滑，最终利用 ＭＡＴＬＡＢ进行算法验证。

对模型中随机放置的两个测站和随机放置的三个测站在不

同几何布设的情况下计算优化方法所得的条件数，同时进行定

轨算法仿真以得出不同测站组合下的定轨误差结果，滤波步长

为１ｓ，条件数计算时长为１００ｓ，定轨算法计算时长为１７０ｓ，

在仿真模型中Ｆ１、Ｆ２、Ｆ３、Ｆ４分别代表四个随机测站，四个

测站的经纬度如表１所示。

表１　四个测站的经纬度

测站１ 测站２ 测站３ 测站４

经度 ０．６９８８３ ０．５９１０１５ ０．６３７４２５ ０．７５７３０８

纬度 －１．３１９３８ －１．４６６３８ －１．５６３２１ －１．４８４３４

仿真初始轨道值在模型真实轨道值的基础上位置量加入１

ｋｍ的误差，速度量加上１００ｍ／ｓ的误差，参考真实初始轨道

值为：

狓０ ＝

４９８１０６．９５３

－５７４９１９１．８８４

３７４０５８０．１０９

－１５１８．２８６６

３９７９．０８３７５７

６３０７．

熿

燀

燄

燅３８５０２６

　　初始协方差矩阵为：

犘＋０ ＝犱犻犪犵 １０
６ １０６ １０６ １０２ １０２ １０（ ）

２

　　 状态噪声协方差矩阵为：

犙＝犱犻犪犵 １０
－６ １０－６ １０－６ １０－２ １０－２ １０－（ ）

２

　　选择通过均方根误差判断定轨精度，根据数据的量级分为

速度均方根误差和位置均方根误差。

犈狆狅狊犻狋犻狅狀 ＝

１

犖∑
犖

狀＝１

（狓狀－狓狀狉犲犪犾）
２
＋（狔

狀
－狔

狀
狉犲犪犾）

２
＋（狕狀－狕狀狉犲犪犾）［ ］槡

２

（１５）

犈狏犲犾狅犮犻狋狔 ＝

１

犖∑
犖

狀 ＝１

（狏狓
狀
－狏狓狉犲犪犾

狀）２＋（狏狔
狀
－狏狔狉犲犪犾

狀）２＋（狏狕
狀
－狏狕狉犲犪犾

狀）［ ］槡
２

（１６）

式中，犖 为蒙特卡洛仿真次数，仿真中设犖 为３００。狓狀，狔
狀，

狕狀，狏狓
狀，狏狔

狀，狏狕
狀 为第狀 次的滤波估计值，狓狀狉犲犪犾，狔

狀
狉犲犪犾，狕

狀
狉犲犪犾，

狏狓
狀
狉犲犪犾，狏狔

狀
狉犲犪犾，狏狕

狀
狉犲犪犾为ＳＴＫ仿真场景中轨道真实值。

由图１和图４可以看出，由于系统是时变的，所以系统的

条件数也是时变的，结合系统的条件数与图２、图３以及图４、

图５的定轨精度误差结果可以看出，条件数越小，定轨精度越

高，算法的收敛速度更快。为了更直观的分析条件数与定轨精
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图１　双测站的条件数变化曲线

图２　双测站轨道估计位置均方根误差

图３　双测站轨道估计速度均方根误差

图４　三测站的条件数变化曲线

图５　三测站轨道估计位置均方根误差

图６　三测站轨道估计速度均方根误差

度之间的关系，如表２所示，将传统方法所求的各系统的条件

数均值及改进方法所求的条件数均值与均方误差值进行对比，

比较不同方法求得的条件数大小与系统定轨精度的关系。

表２　定轨精度与两种可观测度方法所求得条件数的比较

位置

ＲＳＭＥ

速度

ＲＳＭＥ

条件数

均值

改进后的

条件数均值

Ｆ１Ｆ２ ８３．７９３ １．１８２ ４．１２１ｅ＋１０ ２．７３５ｅ＋１２

Ｆ１Ｆ３ ７４．４２３ ０．９３６ ５．１０３ｅ＋１１ ２．５３１ｅ＋１２

Ｆ２Ｆ３ ４９．１３７ ０．５５１ ５．２０２ｅ＋１０ ６．７１４ｅ＋１１

Ｆ１Ｆ２Ｆ３ １２．５５６ ０．１４８ ４．３９０ｅ＋１０ ５．４５４ｅ＋１１

Ｆ１Ｆ２Ｆ４ １１．７９９ ０．１１６ ２．７２８ｅ＋１０ ５．２５０ｅ＋１１

Ｆ１Ｆ３Ｆ４ １０．６３５ ０．１１６ ４．８３４ｅ＋１０ ４．８７８ｅ＋１１

Ｆ２Ｆ３Ｆ４ ８．６６６６ ０．１１５ ２．６８４ｅ＋１０ ３．５８８ｅ＋１１

图７　两种方法所得条件数与估计精度的变化趋势

由表２和图７可以看出，传统方法所求得的条件数的大小

无法准确反映系统的定轨精度，并不适用于条件数大，量测值

之间存在不同数值意义的弱观测系统。改进方法将不同测站坐

标作为向量进行投影处理，代入可观测矩阵所求条件数，仿真

结果数值上大于传统方法，但是对系统可观测性的判断准确度

高。因此，实验结果表明改进方法所求得的条件数大小能正确

反映出定轨精度的变化，当条件数较大时，系统的定轨精度较

差；条件数较小时，系统的定轨精度较高。

４　结论

研究了基于多站测速的滤波定轨算法的可观测性及可观测

度判断方法。传统可观测度判定方法中条件数的计算方法其结

论对于多站单测量值的弱观测系统不适用，改进方法将不同测

站获取的量测值看作矢量进行坐标系转换，将测站坐标值带入

计算，给出一种适应多站组合测量弱观测条件下的基于条件数

的可观测度判定方法。数值仿真结果验证了改进方法相对于传

统方法，有更好的估计效果，更能准确作为系统可观测度判定

的方法。
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