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摘要!针对
:8

神经网络算法训练过程中出现的过拟合问题&提出了利用一阶原点矩&二阶原点矩&方差和极大似然估计概念的推

广来计算
T"

正则化中正则化参数
"

值的方法%该方法通过对算法数据集 )

!

&

S

*中的
!

矩阵进行运算得到的四个
"

值&

:8

神经网络算

法训练时通常采用的是贝叶斯正则化方法&贝叶斯正则化方法存在着对先验分布和数据分布依赖等问题&而利用上述概念的推广计算的

参数代入
T"

正则化的方法简便没有应用条件限制$在
:8

神经网络手写数字识别的实验中&将该方法与贝叶斯正则化方法应用到实验中

后的算法识别结果进行比较&正确率提高了
$X$+4$X&#

个百分点$因而计算得到的
"

值应用到
T"

正则化方法与贝叶斯正则化方法相比

更能使得
:8

神经网络算法的泛化能力强&证明了该算法的有效性%

关键词!

:8

神经网络$贝叶斯正则化$矩法估计$极大似然估计$方差$
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引言

机器学习中常常遇到高维小样本数据&高维小样本数据的

变量空间维数很高&而样本空间维数并不高&因此往往会为建

模带来一系列的问题&例如&训练样本数量的不足会导致过拟

合问题&模型的泛化能力很差&极端情况下训练样本数小于变

量数会导致建模过程需要求解病态的欠定方程组&进而导致模

型的解不唯一&过拟合的时候&拟合函数的系数往往非常大&

过拟合中拟合函数需要顾忌每一个点&最终形成的拟合函数波

动很大%在某些很小的区间里&函数值的变化很剧烈%这就意

味着函数在某些小区间里的导数值 !绝对值"非常大&由于自

变量值可大可小&所以只有系数足够大&才能保证导数值很

大&而正则化是通过约束参数的范数使其不要太大&所以可以

在一定程度上减少过拟合情况%

正则化方法可分为迭代正则化方法&直接正则化方法&

T$

和
T"

正则化方法与贝叶斯正则化方法%迭代方法如
T;1BR

QCPCG

迭代法)

$

*和共轭梯度法 !

L<1
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;5ChG;B3C15

&

Lh
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但是迭代方法中又引入了确定迭代次数等新的参数确定问题%

直接正则化方法有截断奇异值 !
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*与洁洪诺夫正则化 !
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&洁洪诺夫正则化方法是在解决不适定问题中应用广泛

的正则化方法&但由于这种方法具有饱和效应&不能使正则解

与准确解的误差估计达到阶数最优&傅初黎)

&

*等对洁洪诺夫正

则化方法进行了改进&提出了迭代的洁洪诺夫正则化方法&但

未能使得其解决非线性算法的正则化参数问题&并且增加了迭

代次数的确定问题%迭代正则化方法和直接正则化方法主要应

用于线性问题的求解&并不能解决
:8

神经网络的非线性问题

的正则化问题%

避免过拟合是
:8

神经网络算法设计中的一个核心任务%

通常采用增大数据量&测试样本集的方法或者采用正则化的方

法对算法性能进行提升%目前在
:8

神经网络算法正则化方面

主要的解决办法是采用贝叶斯正则化方法 !

:;

E

CI3;1YC

K

@M;G3R

[;53<1

&

:Y

"和
T"

正则化方法%贝叶斯正则化由洁洪诺夫正

则化方法发展而来的%在性能函数误差反馈的基础上&加上了

权值的反馈以此提高算法的泛化能力&但贝叶斯正则化方法得

到
"

值的准确性存在依赖数据的分布和先验概率的问题)

*$$

*

%

T"

正则化方法则需要确定它的正则化参数
"

值&但目前尚未

有有效的方法进行计算%

因此研究一种计算
T"

正则化中正则化参数
"

值的方法是

一件很有意义的一件事%本文通过应用统计中的矩法估计&方
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正则化参数求解方法研究
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#

差和极大似然估计的概念推广的计算方法来得到正则化参数
"

值&并应用到
T"

正则化方法中与采用贝叶斯正则化方法和人

工选取得到的正则化参数确定正则化参数进行实验对比&人工

选取正则化参数&如从
"

U#X$

&按照一定的步长增长如
#X$

&

对比不同值得情况下&代价函数取得较小值时且假设函数未发

生过拟合时的值&实验表明本论文中的方法得到的正则化参数

值
"

应用到
T"

正则化方法中相比于贝叶斯正则化方法更能够

使得代价函数值小且假设函数不发生过拟合的现象%

@

!

解决原理

@A@

!

9M

神经网络

:8

神经网络)

$"$+

*是基于前馈和反向传播算法的神经网

络&包含输入层(隐含层和输出层&隐藏层节点数越多&隐藏

层神经元数目越多&神经网络泛化能力越差&并且当遇到高维

特征向量会给
:8

神经网络分类器带来过拟合的风险&影响

:8

神经网络在新的数据集上的识别率&也就是说
:8

神经网

络的泛化表现不符合预期要求%

@AB

!

VB

正则化

向量的范数可以简单形象地理解为向量的长度&或者向量

到零点的距离&或者相应的两个点之间的距离%向量的范数定

义'向量的范数是一个函数
#

&满足非负性
#

'

U#

&齐

次性
:# U

6
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&三角不等式
#]

)

&

U #
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"

为
#

向量各个元素平方和的
$

,

"

次方&

T"

范数又称

J@0M3BC;1

范数或者
HG<PC13@I

范数%

由
T"

范数而来的
T"

正则化方法&

T"

正则化就是在代价

函数后面再加上一个正则化项'

<
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F

F
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<

#

代表原始的代价函数&后面一项是
T"

正则化项表示所

有参数
F

平方的和&除以训练集的样本大小
(

%

"

就是正则项

参数&权衡正则项与
<

#

项的比重&另外一个系数
$

,

"

&是为

了后面求导的结果方便&后面那一项求导会产生一个
"

&与
$

,

"

相乘刚好凑整%

T"

正则化避免
<OCGF35531

K

&推导如下'
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可以发现
T"

正则化项对
7

的更新没有影响&但是对于
F

的更新有影响'

F

"

F

*

/

L

<

#

L

F

*

/

"

(

F

!

+

"

F

"

$

*

/

"

! "

(

F

*

/

L

<

#

L

F

!

&

"

!!

在不使用
T"

正则化时&求导结果中
F

前系数为
$

&现在

F

前面系数为
$

*

/

"

(

&因为
/

(

"

(

(

都是正的&所以
$

*

/

"

(

小于

$

&它的效果是减小
F

&这也就是权重衰减 !

QC3

K

>5BC0;

E

"的

由来%当然考虑到后面的导数项&

F

最终的值可能增大也可能

减小%

T"

正则化项有让
F

1变小2的效果&更小的权值
F

&表

示网络的复杂度更低&对数据的拟合更好即奥卡姆剃刀法则&

而在实际应用中&也验证了这一点&

T"

正则化的效果往往好

于未经正则化的效果%

@AC

!

9M

神经网络与
VB

正则化

在
:8

神经网路的代价函数后面添加正则化项如下'
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其中'

&

是训练集的数目&

>

是神经网络的总层数&

1

>

是

第
>

层的神经元数量&

"

是正则化参数&

$

是神经网络的权重矩

阵&

0

是指第
0

个输出单元&

W

&

!

#

!

$

"

"是
=3

K

D<3B

函数%数据集

)

%

&

!

*有两部分&一部分是
%

矩阵即神经网络的输入端数

据&一部分是矩阵
A

&也就是神经网络的输出端数据%其中有

两个参数是未知的&一个是神经网络的权重矩阵
$

&另外一个

就是正则化参数
"

%代价函数中的
$

矩阵参数&可以在没有
>

的

情况下进行训练&对权重
$

的训练完成之后&此时的代价函数

仅包含一个未知参数
"

&

"

与
&

的求解是独立的%因而本文在算法

开始训练之前计算得到
"

值%
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矩法估计(方差(极大似然概念推广求解
"

矩法估计)
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&有时候要估计的的未知参数恰是总体
!

的

某阶原点矩
-
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&由于样本!
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反映了总体&一种较为自然的方法是用样本原点矩
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&即对未知参
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统计中的方差)
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&是各个数据 !
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GGG!
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"分别与其平

均数之差的平方的和的平均数%在许多实际问题中&研究方差

即偏离程度有着重要意义%

极大似然估计)
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*

&设总体
?

服从某类离散型分布&它的

概率密度函数为
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"是取自总体的一个

样本&在一次实验中获得样本值!
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当
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的值在参数空间
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!
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"的

值达到最大&把所选取的
&

值作为未知参数
&

的估计值&这种方

法获得参数估计的方法就是极大似然估计法%
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!

$

*

M

"" !

)

"

9>(C

!

M

"

9

M

"

#

(

$

"

$

#

$

M

*

(&

*

#

(

$

"

$

#

$

$

*

M

"

#

!

$#

"

!!

解得
M

的估计值'

M

"

$

(

#

(

$

"

$

#

$

&

"

!

&

!

$$

"

!!

以上是矩法估计(方差和极大似然估计的概念介绍&下面

是对矩法估计(方差和极大似然概念的推广过程%

矩法估计(极大似然估计和方差在向量形式数据上的应用

举例%假设判断一个灯泡质量的优劣&当灯泡寿命在
+&##

小

时以上时&我们判断灯泡质量是优&灯泡寿命在
+&##

小时以

下&判断是劣&总共测试
(U&###

个灯泡&如第一个灯泡寿

命
#

$

U+*##

&第二个灯泡寿命
#

"

U$'##

等&根据每个灯泡

的寿命
#

$

得到每个灯泡对应的评价&

#

$

为优&

#

"

为劣等&因

而得到
&###

个灯泡寿命数据及优劣评价&同时得到的是一维

的
$

行
&###

列的灯泡寿命数据的向量 !

#

$

#

"

GGG#

(

"&

( U

&###

%此时灯泡寿命数据组成的向量用于矩法估计时&计算

一阶原点矩公式如下'

""

$

(

#

(

$

"

$

#

$

!

$"

"

!!

计算二阶原点矩公式如下'

""

$

(

#

(

$

"

$

#

$

"

!

$(

"

!!

在计算极大似然估计时&用这个向量数据计算灯泡寿命的

平均值除以灯泡个数得到极大似然估计值&计算公式如下'

""

$

(

#

(

$

"

$

#

$

(

"

!

(

!

$+

"

!!

通过计算灯泡的平均寿命&算出每个灯泡与灯泡平均寿命

值差值的平方&从而得到一组新的
$

行
&###

列的向量

!

#

$

#

"

GGG#

(

"&新的向量中的数据累加之后除以总数
(

就 会得到

方差&计算公式如下'

""

!

#

$

*

$

(

#

(

$

"

$

#

$

"

"

(

!

$&

"

!!

目前&矩法估计(极大似然估计和方差都是对向量形式的

数据的计算&样本数据
!

$

&

$

&

$

&

(

&组成的数据集!

!

$

!

"

GGG

!

(

"&对于
:8

神经网络的输入端数据来说&输入端
!

是一个矩

阵&本文 将 向 量 中 每 个 数 据
!

$

向 量 化&即 把 向 量 数 据

!

!

$

!

"

GGG!

(

"推广到矩阵模型&此时 !

!

$

!

"

GGG!

(

"代表的就是

一个矩阵&以此来完成将矩法估计&方差&极大似然估计概念

的推广来计算正则化参数
"

值%公式 !

$"

"

(

!

$&

"的推广计

算方法对应式 !

$*

"

(

!

$)

"%一阶原点矩概念推广&对算法数

据集 )

%

&

!

*的
%

&(

!

&

&

(

代表矩阵的维数"矩阵每个
#

$

%

!

$

代表行向量&

%

代表列向量"数值全部累加并且除以它的个数

和
&

+

(

%时间复杂度为
A

!

&

+

(

"&即时间复杂度与
%

矩阵的

维数有关&计算公式如下'

""

$

&

+

(

#

(

$

"

$

#

&

%"

$

#

$

%

!

$*

"

!!

二阶原点矩概念的推广&对算法数据集 )

%

&

!

*的
%

&(

矩

阵每个
#

$

%

数值的平方数值全部累加并且除以它的个数和
&

+

(

%时间复杂度为
A

!

&

+

(

"&计算公式如下'

""

$

&

+

(

#

(

$

"

$

#

&

%"

$

#

$

%

"

!

$%

"

!!

方差概念的推广&对算法数据集 )

%

&

!

*的
%

&(

矩阵每个

#

$

%

减去
#

$

%

数值累加并除以矩阵数值个数
&

+

(

的平均值之后

的平方进行累加&除以维数
&

+

(

%时间复杂度为
A

!

&

+

(

"&

计算公式如下'

""

$

&

+

(

#

(

$

"

$

#

&

%"

$

!

#

$

%

*

$

&

+

(

#

(

$

"

$

#

&

%"

$

#

$

%

"

"

!

$'

"

!!

极大似然估计概念的推广&对算法数据集 )

!

&

S

*的

!

&(

矩阵的
#

$

%

数值累加&并且除以维数
&

+

(

%时间复杂度为

A

!

&

+

(

"&计算公式如下'

""

#

&

$

"

$

#

(

%"

$

#

$

%

&

+

(

!

$)

"

!!

例如在一个
:8

神经网络算法数据集 )

%

&

!

*中&

%

是

&###

+

+##

的矩阵&

!

是
&###

+

$

的列向量&则上述式子

!

$*

"!

$%

"!

$'

"!

$)

"中
(U&###

&

&U+##

%

B

!

分析与讨论

BA@

!

数据采集与处理

本文
:8

神经网络手写数字识别实验研究所使用的数据集

来自在线课程
0<@GICG;

中吴恩达的机器学习课程的课后算法编

程中提供的数据%

数据集中有
&###

个训练实例&每个训练实例是
"#

像素

+

"#

像素的灰度图像的数字%通过
"#

+

"#

的像素网格 1打

开2一个
+##

维的向量%这
&###

个训练的例子中的每一个数

字成为一个行向量组成的
&###̂ +##

数据矩阵
%

%

图
$

!

$##

个手写数字训练图像

BAB

!

神经网络结构

-05;OC

设计实现一个包含两个隐藏层的
:8

神经网络&网

络参数选择如表
$

所示%



第
'

期 杨
!

浩&等'
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正则化参数求解方法研究
#

"")

!!

#

表
$

!

实验中的神经网络结构

序号 参数 值

$

隐藏层神经元数
"&

"

隐藏层激活函数
=3

K

D<3B

!

=

型函数"

(

输出层激活函数
=3

K

D<3B

!

=

型函数"

+

训练次数
$###

BAC

!

实验结果分析

本文实验中&

:8

神经网络输入端是
&###

+

+##

的矩阵&

"

是从
4$

开始以步长
#X$

增长至
"

%其中当
"

U#

时&代价函数

较小为
#X"'%*(

&实验中测试集的手写数字识别率达到了

)*X&V

&泛化表现不错%

通过对数据集
&###

+

+##

矩阵按照上述原理中的计算方

法进行四个数值的运算&利用推广的一阶原点矩概念计算的结

果是
#X$($(+

&代价函数值是
#X(##"*

&利用推广的二阶原点

矩概念计算结果是
#X$#+($

&代价函数是
#X")%**

&利用推广

的方差概念得到的
"

值是
#X#'%#&&

&代价函数值是
#X")*##

&

利用推广的极大似然估计概念得到的值是
#X$($(+

&代价函数

是
#X(##"*

%将一阶原点矩
#X$($(+

作为
"

的值&经过训练之

后&在实验中的测试集上手写数字识别率达到了
)*X$'V

&将

二阶原点矩
#X$#+#$

作为
"

的值&经过训练之后在测试集上识

别率达到了
)*X+"V

&将方差
#X#'%#&&

作为
"

的值&经过训

练之后&在测试集上识别率达到了
)*X#*V

&将极大似然估计

得到的
#X#'%#&&

作为
"

的值&经过训练之后&在测试集上识

别率达到了
)*X$'V

%由数据集 )

%

&

!

*中的
%

进行矩法估

计中一阶矩估计(二阶矩估计(方差及极大似然估计概念推广

的公式简单计算就可以得到
"

值&并且算法有着不错的泛化

表现%

为进一步验证所提方法的有效性&和贝叶斯正则化进行了

比较%由贝叶斯正则化方法计算得到正则化参数值
#X))))

作

为
"

的值&代价函数值是
#X('(%*

&经过训练之后&算法识别

率达到了
)+X)"V

&低于由矩法估计&方差和极大似然估计概

念推广得到的
"

值训练之后手写数字识别率的最低值
)*X#*V

&

即下表
"

所示%

表
"

!

试验中对比数据

方法
"

代价函数值 识别率,
V

一阶原点矩概念推广
#!$($(+ #!(##"* )*!$'

二阶原点矩概念推广
#!$#+($ #!")%** )*!+"

方差概念推广
#!#'%#&& #!")* )*!#*

极大似然概念推广
#!$($(+ #!(##"* )*!$'

人工取值
# #!"'%*( )*!&#

贝叶斯正则化方法
#!)))) #!('(%* )+!)"

实验证明&本文对一阶原点矩(二阶原点矩(方差及极大

似然估计的概念推广计算得到的
"

值&并用这
+

个值作为
"

取

值计算得到的代价函数值与人工多次选取找到的最优
"

值得到

的代价函数值极为接近&泛化表现也很接近%本论文的方法计

算得到的
"

应用到
T"

正则化方法进行算法的训练得到的手写

数字识别率高于采用贝叶斯正则化方法的算法识别率%

C

!

结论

由一阶矩估计&二阶矩估计&方差和极大似然估计概念的

推广公式对数据集 )

%

&

!

*中的
%

矩阵计算得到的
"

值&与

人工多次选择正则化参数相比较效率更高&并且在算法训练之

前就可以计算出正则化参数&很好地解决了算法有可能会出现

的过拟合问题&减少了因为选取正则化参数而导致多次计算代

价函数等导致的多余的运算量%

对比在
:8

神经网络算法上应用广泛的贝叶斯正则化方

法&本文提出的正则化参数
"

计算方法简单&没有条件假设限

制&适用
:8

神经网络&并且实验证明本文中的方法比贝叶斯

正则化算法得到的
"

值更能有效减少过拟合&提高算法的泛化

表现%

进一步的研究应该探讨本文方法应用于深度学习网络(线

性回归及
IOD

等算法中的可行性%
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