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摘   要：针对现有的惯性轮倒立摆在模拟多自由度不稳定系统的局限性,提出了一种双惯性轮空间倒立摆系统，其具有四个自由度和两个控制量，可同时模拟不稳定系统俯仰和滚转姿态控制。运用拉格朗日方法建立了双惯性轮空间倒立摆的动力学模型，分别采用模型退化、数值仿真验证了所建立的模型的正确性，并分析了双惯性轮空间倒立摆的动力学特性。建立的双惯性轮空间倒立摆可应用于多自由度非平稳系统的模拟实验，提出的物理结构、模型和相关分析结论为双惯性轮空间倒立摆系统的进一步研究奠定了理论基础。
关键词：倒立摆；动力学模型；拉格朗日方程；惯性轮；反作用轮
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Abstract: Aiming at limitations of inertia wheel inverted pendulum in simulating of multi-freedom and unstable systems. A novel DIWSIPS（double inertia wheel spatial inverted pendulum system）was proposed, which have four freedom and two control variables. A DIWSIPS can be used in attitude control simulation both for pitch and roll simultaneous for unstable systems. A dynamics model of DIWSIPS was derived from Lagrange equation. The correctness of the model was verified by model degradation and numerical simulation. And the dynamic characteristics of the DIWSIPS has been analyzed based on the dynamic model. The DIWSIPS can be used in simulation experiments of multi-degree of freedom unstable system. The proposed physical structure, dynamic model and analysis results provided theoretical basis for research of the DIWSIPS. 
Key words: inverted pendulum；dynamics model；Lagrange equation；inertia wheel；reaction wheel



0 引言
[bookmark: _GoBack]倒立摆控制系统作为典型的复杂、不稳定和欠驱动系统，广泛应用于科学研究[1-5]，是模拟非平稳系统的重要实验装置，尤其可应用于包括火箭、垂直起降飞行器和飞船等航空航天系统姿态控制的模拟验证中。倒立摆按结构形式分为直线倒立摆[6-8]、环形倒立摆[9-11]、平面倒立摆[12]和惯性轮（反作用轮）倒立摆[13-16]等。惯性倒立摆最先由Spong等提出[13,16]，由绕平面旋转的摆杆和布置在摆杆末端的惯性轮组成。在各种倒立摆装置中，惯性轮倒立摆具有简洁的动力学模型，更方便在研究中的推广。另外，基于系统的非线性和欠驱动特性，惯性轮倒立摆适合用于非线性控制的高级控制策略的研究。
近几年，惯性轮倒立摆受到了很多学者的关注[13-19]。Spong等[13-15]对惯性轮倒立摆的动力学建模和非线性控制进行了研究，对惯性轮倒立摆起摆和平衡控制策略进行了讨论。ALONSO等[17]对惯性轮倒立摆建模和参数辨识进行了研究，并建立了包含死区效应和黏性摩擦的摩擦模型。Olivares等[18]针对惯性轮倒立摆的非线性系统，设计了线性控制器。孙宁等[19]对惯性轮倒立摆的镇定控制问题进行了研究，提出了一种无需切换的滑膜鲁棒控制策略。 
在垂直起降飞行器、飞船等航空航天器等不稳定系统的姿态调节中，系统做绕机体中心的俯仰和滚转运动，该类系统可等效为一个支点固定，摆杆可绕支点做纵向和横向摆动的倒立摆系统。在现有的倒立摆中，惯性轮倒立摆与此类不稳定系统具有更为相近的运动特性。现有的惯性轮倒立摆物理模型[13-19]中，摆杆只能在一个平面内摆动，摆杆只有一个回转自由度，属于二维模型，可模拟此类不稳定系统的单个运动方向的运动特性，这对模拟多自由度非平稳系统的控制（如火箭、垂直起降飞行器的姿态控制和人形机器人的平衡控制等）有较大的局限性[15-16,20]。
通过增加惯性轮倒立摆的摆杆自由度，可解决惯性轮倒立摆平衡控制与多自由度非平稳系统控制的模型等效问题，可更好的模拟此类多自由度非平稳系统的运动特性和多自由间的耦合特性[4,12]。本文构造了一种四自由度双惯性轮空间倒立摆系统，首先给出双惯性轮空间倒立摆的物理结构；然后，采用拉格朗日方程方法建立了其动力学模型；最后，分别运用了退化验证和数值仿真方法对模型进行了验证，分析了其动力学特性，并给出了本文研究的一些结论。
1 体系结构设计
本文所设计的双惯性轮空间倒立摆由可绕两个方向旋转的摆杆和布置在摆杆末端的可产生两个方向控制力矩的惯性轮构成，结构如图1所示。摆杆与支撑座间采用球销副联接，摆杆可以分别绕纵向和横向方向转动；反作用轮通过电机直接驱动，两组反作用轮在空间上相互正交，可提供纵向和横向的控制力矩；为平衡惯性轮组件的重量分布，分别在与反作用轮相对称的方位处设置有位置可调的配重块，通过调节配重块的位置，使得系统重心与摆杆轴线重合，降低系统重心偏移产生的干扰。


图1 双惯性轮空间倒立摆结构图
Fig. 1 Structure of the DIWSIPS
本文所构建的倒立摆电路结构示意图如图2所示，姿态传感器布置在摆杆上端，可检测摆杆分别绕横向和纵向偏转的角位置和角加速度；微处理器分别从姿态传感器读取摆杆的姿态角和角加速度、从编码器读取电机的转速，经运算后，通过伺服驱动器驱动两个电机回转，进而带动反作用轮回转产生惯性力矩控制双惯性轮空间倒立摆的姿态平衡。
[image: E:\CUBES\kongjiandaolibai\2016.12.12\绘图4_1.png]
图2 双惯性轮空间倒立摆电器结构图
Fig. 2 The electronics schematic of the DIWSIPS
[bookmark: OLE_LINK11][bookmark: OLE_LINK12]该双惯性轮空间倒立摆具有四个自由度和两个控制量，四个自由度分别为倒立摆绕横向的摆角、绕纵向的摆角、两个反作用轮的回转角，两个控制量为分别加载在两个电机上的电枢电压。双惯性轮空间倒立摆系统重心位于摆杆上端，属于欠驱动、非平稳系统。与普通惯性轮倒立摆相比，双惯性轮空间倒立摆具有更大的控制难度。双惯性轮空间倒立摆摆杆可指向三维空间内任意方向；在平衡控制中，与火箭、垂直起降飞行器等多自由度不稳定、欠驱动系统具有相似的运动特性，可应用于多自由度非平稳系统的模拟实验。
2 动力学模型
将双惯性轮倒立摆物理系统抽象为多刚体系统，运用拉格朗日方程建立系统的动力学模型。
2.1 参考坐标系定义












双惯性轮空间倒立摆以摆杆的下端回转点为支点，建立以摆杆下端回转点为原点的笛卡尔固定坐标系O-XYZ，如图3所示，其中：摆杆及电机定子的质心到坐标原点O的距离、质量分别为、；单个惯性轮的质量为，惯性轮质心到坐标原点O的距离为；摆杆相对于X轴、Y轴的转过角度分别为、；惯性轮分别相对于各自轴线转过的角度分别为、，摆杆和惯性轮相对其质心的转动惯量分别为、。


图3 双惯性轮空间倒立摆坐标系
Fig. 3 Coordinate system of the DIWSIPS


假定摆杆与支撑座的摩擦力、惯性轮受到空气的阻尼力可忽略不计。根据几何关系可知，质心、在固定坐标系中的坐标为：

 (1)
2.2 拉格朗日函数
利用拉格朗日方程方法建模，计算系统动能，其中摆杆的动能为

   (2)
惯性轮组件的动能为

(3)
则系统的总动能为：

(4)


式中：；。
系统总势能为：

           (5)

式中：。
可得拉格朗日函数如下：

 (6)
2.3 动力学方程




取广义坐标为、、和，拉格朗日方程如下：

         (7)






由于双惯性轮空间倒立摆的直流电机采用基于PWM电压控制方式，定义电机力矩常数为，反电动势常数为，电枢电阻为，电枢电感为，两个电机的电枢电压为分别、，根据直流电机的动力学模型：

        (8)        

输入力矩，忽略电机电感常数，可推导出电机的力矩方程为： 

             (9) 


    式中：；。
将式(6)、(8)、(9)带入方程(7)中，可求解得系统动力学方程为：

 (10)
3 模型的验证
由于建模过程中采用了多种近似条件假设，为检验所建模型的正确性，分别采用将模型退化验证和数值仿真系统的零输入响应的方法对模型进行验证。
3.1 退化验证
双惯性轮倒立摆与普通惯性轮倒立摆在结构上存在相似性。当固定双惯性轮倒立摆摆杆的横向或纵向的旋转自由度，双惯性轮倒立摆可转化为普通惯性轮倒立摆，退化后的双惯性轮倒立摆模型应与普通惯性轮倒立摆模型一致。








假设，，，，系统在y=0的平面内运动，则模型应退化为绕Y轴转动的普通惯性轮倒立摆动力学模型，将，，，带入方程(10)中，可得

      (11)








同理，假设、、、，系统在x=0的平面内运动，模型应退化为绕X轴转动的普通飞轮倒立摆动力学模型，将、、、带入方程(10)中，可得：

     (12)       
对比方程(11)、(12)，可见二者是一致的，退化后的双惯性轮空间倒立摆动力学模型与Spong等[13-15]建立的普通惯性轮倒立摆的模型一致，说明普通惯性轮倒立摆模型为双惯性轮空间倒立摆模型的特例，一定程度上说明本文所建立的双惯性轮空间倒立摆的模型及退化模型是正确的。
3.2系统零输入响应







系统动力学模型如方程（10）所示，通过数值仿真系统的零输入响应对模型进行验证。假设对、角无限位，按照实际情况，两个电机的输入电压为零，除外，系统其他初始状态均为零，空间倒立摆分别从不同的处开始运动，由于受到电机电磁力作用，系统运动中有能量损耗，摆杆应作绕X轴的减幅震荡，最终稳定在180°方位（即垂直向下）；在电磁力和科氏惯性力的共同作用下，与之对应的惯性轮应做微副摆动；摆杆相对于Y轴的回转角及对应惯性轮的回转角应保持为零。系统物理参数如表1所示，分别为5°、90°、180°，系统零输入响应曲线如图4所示。
表1  双惯性轮空间倒立摆物理参数
Tab.1  Physical parameters of the DIWSIPS
	符号
	数值
	单位

	

	0.260
	


	

	0.280
	


	

	0.8
	


	

	0.18
	


	

	0.0031
	


	

	0.00077
	


	

	0.0251
	


	

	0.464
	


	

	9.81
	








(a); (b); (c)

图4 不同时系统零输入响应

Fig. 4 System zero-input responses with different 






由图4可见，随时间的变化，摆杆摆角从5°开始在区间内，关于180°的位置作减幅摆动，且摆杆的摆动角速度也呈减幅震荡，并趋向于零，所以摆杆趋向稳定与180°的位置（竖直向下）。当摆杆摆角 从90°开始运动时，则角在区间内关于180°的位置作减幅摆动。在每个摆动周期中，受惯性力的作用，起始时，惯性轮产生与摆杆摆动方向相反的摆动，随着惯性轮及电机的转速增大，惯性轮及电机受到的电磁力阻力快速增大，使惯性轮减速；、保持为零。



同理，输入电压及系统其他初始状态均为零，空间倒立摆分别从不同的开始运动，摆杆应做绕Y轴的减幅震荡，最终稳定在180°方位；对应的惯性轮应做微副摆动；摆杆相对于X轴的回转角及对应惯性轮的回转角应保持为零。系统的零输入响应曲线如图5所示。可见，在不同的初始输入状态下，系统的零输入响应与实际情况一致，从而说明了此模型的正确性。





(a); (b); (c)

图5 不同时系统零输入响应

Fig. 5 System zero-input responses with different 
4 动力学分析
稳定性是系统的一个基本结构特征，稳定是控制系统能够正常运行的前提，能控性和能观性是从控制和观察的角度表征系统结构的基本特性[21]；重心高度和惯性轮转动惯量大小是系统的两个重要参数，对系统的动力学特性有着重要的影响，对上述参数的分析在系统控制律和结构设计中有重要的指导意义。
4.1 系统稳定性分析









定义系统状态变量为，令，，求解式得系统自治平衡状态。若，则双惯性轮空间倒立摆只有倒立静止一种自治平衡状态，即。在，条件下，在邻域对双惯性轮空间倒立摆动力学方程进行线性化近似，去除高次项，近似处理后得线性状态空间方程：

            (13)
其中：

，


，，


，。


采用李雅普诺夫第二方法判定系统稳定性，若系统是稳定系统，给定正定的实对称矩阵，且取为6维的单位阵，则存在正定的实对称矩阵满足

              (14)




解得矩阵，通过计算矩阵的行列式可知其存在小于零的主子式，说明不是正定矩阵，系统不是渐进稳定的[21]，即双惯性轮空间倒立摆在邻域内不是渐进稳定，在受扰动运动中，其无法自行维持平衡倒立姿态。
4.2 系统能控性和能观测性分析




双惯性轮空间倒立摆的运动性能指标一般要求控制摆角、在内变化，所以在双惯性轮空间倒立摆的邻域内分析其能控性和能观测性。根据系统线性空间状态方程，分别构造系统能控性矩阵和能观测性矩阵

         (15)





计算得能控性矩阵和能观测性矩阵的秩都为6，与系统状态维数相等，系统完全能控、能观测。说明双惯性轮空间倒立摆在平衡状态邻域内局部可控，对摆杆的摆角、和惯性轮的角速度、可观测。
4.3 重心高度分析






根据系统动力学方程(10)，令，并带入、、、、后，得：

   (16)

令，得：

   (17)










可见，重心高度、越大，公式（16）、（17）的分母越大；电机控制电压、越大，分子越大；即摆杆重心、越大，摆杆的角加速度、增长越慢，需要的电机力矩越大。说明可以以较大的控制力矩，在较低的控制周期下控制双惯性轮空间倒立摆的姿态平衡。反之，若、较小，则宜采用较小的控制力矩以较小的控制周期对系统进行控制。
4.4 惯性轮转动惯量分析


根据系统动力学方程(12)，令，，得：

        (18)




越大，分母越大，即惯性轮的转动惯量越大，惯性轮的角加速度、增长越慢。在实际系统中，电机有最大转速限制，当电机达到最大转速后，惯性轮无反作用力矩输出。若惯性轮转动惯量较小，则电机转速很容易达到饱和速度，在有限质量下，增大惯性轮的转动惯量，可有效减缓惯性轮的速度增加，防止惯性轮达到速度饱和，进而避免系统失控。
5  结论
1）本文提出的双惯性轮空间倒立摆属于自然不稳定、非线性、欠驱动系统，系统具有两个输入量，四个自由度。所建立的双惯性轮空间倒立摆模型的退化模型与普通惯性轮倒立摆模型一致，系统的零输入响应数值仿真结果与实际情况一致，验证了本文所建模型的正确性。
2）双惯性轮倒立摆系统在倒立平衡点非自治稳定和局部可控；同等质量下，系统重心越高，需要的控制力矩越大，控制周期也越大；同等质量下，惯性轮的转动惯量越大，需要的电机最大转速越小。
3）普通惯性轮倒立摆属于双惯性轮倒立摆的特例，双惯性轮空间倒立摆的动力学模型比普通惯性轮倒立摆更复杂，且存在耦合关系，对倒立摆的平衡控制策略提出了新的难度，如何设计双惯性轮空间倒立摆的平衡控制器成为进一步的研究内容。对于双惯性轮空间倒立摆控制的进一步研究也必将促进多自由度不稳定、欠驱动系统控制方法的拓展。
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