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基于蒙特卡罗法的平面度测量不确定度评定

吴呼玲
（陕西国防工业职业技术学院 机械工程学院，西安　７１０３００）

摘要：形位误差的测量不确定度评定是目前测量领域研究的热点；但由于其测量的复杂性和测量结果评定的多样性，导致在实际测

量结果中形位误差测量的不确定度评定成了难题；为此，根据形状误差评定准则，选取最小二乘法建立数学模型，确定形状误差数学模

型中各参数值的传递系数和单点不确定度，并分析具体的测量方法和测量过程中的不确定度来源，根据传统的ＧＵＭ 法对其进行不确定

度评定；然后采用蒙特卡罗伪随机数的方法来模拟实际测量数据，从而得到平面度误差的不确定度；通过设置实验对比，验证了蒙特卡

罗法评定平面度不确定度的可靠性和准确性；该方法不需要求出数学模型中的传递系数，利用 ＭＡＴＬＡＢ软件很容易实现，为平面度误

差测量结果不确定度评定提供了更加简便的方法，值得推广和应用。

关键词：蒙特卡罗；平面度误差；不确定度；最小二乘法
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０　引言

平面度测量误差的评定是测量领域中经常遇到的误差评定

项目。因此，准确、快速的评定平面度测量结果的不确定度成

为一个重要的课题。随着测量不确定度在我国受到越来越高的

重视，对于从事测量的专业技术人员来讲，测量不确定度成为

了测量领域研究的热点［９］。然而其复杂性和多样性的特点，致

使不确定度的评定难以评估。

蒙特卡罗法［１］又称统计模拟法、随机抽样技术，是使用随

机数 （或伪随机数）来解决问题的一种方法。它的基本思想

是，为了所求问题的解是某个随机变量的数学期望时，通过某

种实验的方法，得出该随机变量若干个具体观察值的算术平均

值，通过它得到问题的解。本文利用蒙特卡罗法进行平面度测

量结果不确定度的评定，利用 ＭＡＴＬＡＢ软件产生一组服从测

量值分布概率的随机数组来模拟测量值，从而利用统计方法来

进行不确定度评定。为了验证此方法的准确性和可靠性，根据

不确定度合成公式再次进行评定，求出传递系数和各参数的单

点测量不确定度，计算出平面度误差的测量不确定度。实验结

果表明，蒙特卡罗法评定平面度测量不确定度准确、快捷、简

单、可靠，解决了形位误差测量不确定度评定的复杂性和多样

性，为其他形位误差简单、便捷的评定提供了评定方案。

１　平面度误差模型

本文用最小二乘法原理建立数学模型。

设 （狓犻，狔犻，狕犻），犻＝１，２，……狀是被测平面上狀个点的坐标

值。设最小二乘的理想平面方程为狕＝犪狓＋犫狔＋犮，其中犪、犫、犮

为待定参数。令残余误差为：Δ犻 ＝狕犻－（犪狓＋犫狔＋犮），犻＝１，２，

…狀，最小二乘的目标函数为：犑（犪，犫，犮）＝∑
狀

犻＝１

Δ
２
犻→ｍｉｎ。得最小

二乘平面的待定参数犪、犫和犮为：

犪＝

狀 Σ狕犻 Σ狔犻

Σ狓犻 Σ狓犻狕犻 Σ狓犻狔犻

Σ狔犻 Σ狔犻狕犻 Σ狔
２
犻

狀 Σ狓犻 Σ狔犻

Σ狓犻 Σ狓
２
犻 Σ狓犻狔犻

Σ狔犻 Σ狓犻狔犻 Σ狔
２
犻

（１）
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犫＝

狀 Σ狓犻 Σ狕犻

Σ狓犻 Σ狓
２
犻 Σ狓犻狕犻

Σ狔犻 Σ狓犻狔犻 Σ狔犻狕犻
狀 Σ狓犻 Σ狔犻

Σ狓犻 Σ狓
２
犻 Σ狓犻狔犻

Σ狔犻 Σ狓犻狔犻 Σ狔
２
犻

（２）

犮＝

Σ狕犻 Σ狓犻 Σ狔犻

Σ狓犻狕犻 Σ狓
２
犻 Σ狓犻狔犻

Σ狔犻狕犻 Σ狓犻狔犻 Σ狔
２
犻

狀 Σ狓犻 Σ狔犻

Σ狓犻 Σ狓
２
犻 Σ狓犻狔犻

Σ狔犻 Σ狓犻狔犻 Σ狔
２
犻

（３）

　 　 测 得 点 到 最 小 二 乘 拟 合 平 面 的 距 离 犱犻 ＝

狕犻－（犪狓＋犫狔＋犮）

１＋犪
２
＋犫槡 ２

。假设取样点中对于最小二乘平面的最高的

点 （距离最大的点）为 （狓犕，狔犕，狕犕），最低的点 （距离最小的

点）为 （狓犔，狔犔，狕犔）。则平面度误差模型
［２］为：

犳＝犱犕 －犱犔 ＝
（狕犕 －狕犔）－犪（狓犕 －狓犔）－犫（狔犕 －狔犔）

１＋犪
２
＋犫槡 ２

（４）

２　平面度测量结果不确定度评定

２１　蒙特卡罗法评定平面度测量结果不确定度

根据平面度最小二乘法评定的误差数学模型，利用蒙特卡

罗伪随机数的方法产生服从期望为各参数的测量值，方差为各

参数的单点标准不确定度的正太分布的随机值序列，得出平面

度误差测量不确定度。

具体操作的方法和步骤如下［７］：

１）分析测量过程中不确定度来源。确定分布区间和分布

类型，确定因子犓 的取值，计算出各个方面不确定度来源对

应的不确定度数值。为后续数组中的方差提供依据 （方差为各

参数的不确定度）。

２）确定平面度误差模型 （公式４）中的参数：狓犕；狓犔；狔犕；

狔犔；狕犕；狕犔；犪；犫的期望和方差 （期望为各参数的测量值，方差

为各参数的单点标准不确定的度）。

３）以狓犕；狓犔；狔犕；狔犔；狕犕；狕犔；犪；犫参数的期望和方差生成八

维随机数来模拟平面度误差的测量值，样本容量为 犕，采用

大样本进行平面度误差的测量不确定度评定。生成的八维随机

数分别为：狓犕１，狓犕２，狓犕３，……狓犕犕；狓犔１，狓犔２，狓犔３，……狓犔犕；狔犕１，

狔犕２，狔犕３，……狔犕犕；狔犔１，狔犔２，狔犔３，……狔犔犕；狕犕１，狕犕２，狕犕３，

……狕犕犕；狕犔１，狕犔２，狕犔３，……狕犔犕；犪１，犪２，犪３，……犪犕；犫１，犫２，犫３，

……犫犕；

４）根据以上随机序列，带入 （公式４）中平面度误差模

型，求出犕 个平面度误差犳 的值，根据这组犳的值，构造一

个概率分布。判断分布类型求出方差，即为所要求的平面度误

差测量标准不确定度。

２２　犌犝犕法评定平面度测量结果不确定度

１）求出 （４）式中平面度误差模型各参数的传递系数
［３］：

犳
狓犕

＝
－犪

１＋犪
２
＋犫槡 ２

（５）

犳
狓犔

＝
犪

１＋犪
２
＋犫槡 ２

（６）

犳
狔犕

＝
－犫

１＋犪
２
＋犫槡 ２

（７）

犳
狔犔

＝
犫

１＋犪
２
＋犫槡 ２

（８）

犳
狕犕

＝
１

１＋犪
２
＋犫槡 ２

（９）

犳
狕犔

＝
－１

１＋犪
２
＋犫槡 ２

（１０）

犳
犪

＝
狓犔－狓犕

１＋犪
２
＋犫槡 ２

－

犪［狕犕 －狕犔－犪（狓犕 －狓犔）－犫（狔犕 －狔犔）］

（１＋犪２＋犫２）
３
２

（１１）

犳
犫
＝

狔犔－狔犕

１＋犪
２
＋犫槡 ２

－

犫［狕犕 －狕犔－犪（狓犕 －狓犔）－犫（狔犕 －狔犔）］

（１＋犪２＋犫２）
３
２

（１２）

　　２）各参数测量不确定度分别为：

平面度测量不确定度的分析，只需考虑分析狕的不确定度

即可［４］。狕值的测量不确定度等于单点测量不确定度，即

狌（狕犕）＝狌（狕犔）＝狌０。而犪和犫的不确定度比较复杂，需要进行

以下推导得到。

对待定参数犪和犫 中的分子和分母进行化简，设分母

狀 Σ狓犻 Σ狓犻

Σ狓犻 Σ狓
２
犻 Σ狓犻狔犻

Σ狔犻 Σ狓犻狔犻 Σ狔
２
犻

＝犛，其中：狆＝Σ狓犻，狇＝Σ狔犻，狌＝Σ狓
２
犻，狏

＝Σ狔
２
犻，狑＝Σ狓犻狔犻，整理得：犛＝狀狌狏＋２狆狇狑－狇

２狌－狆
２狏－狀狑

２

犪＝
［（狑狇－狆狏）Σ狕犻＋（狀狏－狇

２）Σ狓犻狕犻＋（狆狇－狀狑）Σ狔犻狕犻］

犛

犫＝
［（狆狑－狇狌）Σ狕犻＋（狆狇－狀狑）Σ狓犻狕犻＋（狀狌－狆

２）Σ狔犻狕犻］

犛

　　因此，

狌（狕犕）＝狌（狕犔）＝狌０ （１３）

狌（犪）＝ ∑
狀

犻＝１

犪

狕（ ）犻
２

狌槡 ０ ＝

（狑狇－狆狏）＋（狀狏－狇
２）狆＋（狆狇－狀狑）狇

犛
狌０ （１４）

狌（犫）＝ ∑
狀

犻＝１

犫

狕（ ）犻
２

狌槡 ０ ＝

（狆狑－狇狌）＋（狆狇－狀狑）狆＋（狀狌－狆
２）狇

犛
狌０ （１５）

　　将以上平面度误差模型各参数的传递系数 （公式９～１２）

和各参数单点测量不确定度 （公式１３～１５）带入不确定度合

成公式１６中，即可得到平面度误差测量不确定度评定结果：

狌犳 ＝

犳
狕犕
狌（狕犕［ ］）

２

＋
犳
狕犔
狌（狕犔［ ］）

２

＋
犳
犪
狌（犪［ ］）

２

＋
犳
犫
狌（犫［ ］）槡

２

（１６）

３　实验数据分析及应用

使用爱德华公司的 ＭＱ６８６型三坐标测量机对一块平板进

行平面度测量和评定。将被测平板放置于三坐标测量机的测量
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平台上，并使被测工件的长边平行于犡 轴，然后对平面度误

差进行测量。被测工件长度８０ｍｍ，在犡 轴方向均匀取６个

点，每个点间隔１０ｍｍ进行坐标测量，共测３行数据，即在

被测平面上取３行６列共１８个数据，布点情况
［５］如图１所示，

测量结果如表１所示。

图１　三坐标测量机测量平板平面度的布点情况

表１　三坐标测量机测量平板平面度数据

测点序号 犡坐标／ｍｍ 犢 坐标／ｍｍ 犣坐标／ｍｍ

１ ９．９９９７ １０．００１９ －０．００７９

２ １９．９９９７ ９．９９６４ －０．００６６

３ ３０．００２９ ９．９９６２ －０．００８２

４ ３９．９９９８ ９．９９４５ －０．００６４

５ ４９．９９８０ ９．９９４０ －０．００６０

６ ５９．９９８７ ９．９９４６ －０．００５７

７ ９．９８６２ １９．９９９９ －０．００６４

８ １９．９９５７ １９．９９４６ －０．００６６

９ ３０．００２９ １９．９９６０ －０．００５７

１０ ３９．９９９６ １９．９９５４ －０．００５９

１１ ４９．９９８４ １９．９９５４ －０．００４５

１２ ５９．９９９０ １９．９９６０ －０．００５１

１３ ９．９８５２ ２９．９９９２ －０．００７４

１４ １９．９９５２ ２９．９９４４ －０．００７６

１５ ３０．００２４ ２９．９９５４ －０．００６７

１６ ３９．９９９０ ２９．９９５７ －０．００６４

１７ ４９．９９８８ ２９．９９５３ －０．００６５

１８ ５９．９９９０ ２９．９９５８ －０．００６１

３１　不确定度来源分析
［８］

本次实验采用的 ＭＱ６８６型全封闭框架移动桥式三坐标测

量机，其量程范围是：犡６００ｍｍ，犢８００ｍｍ，犣６００ｍｍ，该仪

器处于良好的工作状态，室内空调已经连续运行一周，使被测

平板和三坐标等温，测量人员在１小时后进行测量工作。因

此，可以忽略温度、湿度等环境带来的影响。其测量不确定度

主要来自以下几个方面：

１）重复性引起的不确定度分量
［１０］。

三坐标测量机的重复性测量引起的不确定度，在平面度的

测量不确定度的评定过程中是一个重要的因素。在平面度测量

过程中，平板的长边是平行于犡 轴放置的，短边是平行于犢

轴的，所以影响平面度误差的主要因素是犣轴的坐标值。因

此，在评定重复性引入的不确定度过程中，只需要考虑犣轴

坐标测量的重复性误差。

在测量的１８个点中，选取３个点 （１点、６点和１５点）

进行重复性测量实验，利用贝塞尔公式求出各点的重复性误

差，取这三个点中重复性测量引起的不确定度的最大值，作为

三坐标测量机的重复性引起的不确定度。

选取１点重复测量１０次的测量数据为：

－０．００８２；－０．００７９；－０．００８１；－０．００８３；－０．００８１，

－０．００７８；－０．００７６；－０．００８２；－０．００７９；－０．００７５

　　珚犣１＝－０．００７８９（珚犣１为１点测量１０次数据的平均值），则１

点测量的不确定度为：狌１＝σ１＝
∑
狀

犻＝１

（犣犻（１）－珚犣１）
２

狀（狀－１槡 ）
（其中，狀为

１点的测量次数，这里为１０；犣犻（２）为１点重复测量的各测得

值），则：狌１ ＝σ１ ＝０．０８５μｍ。选取４、６、８点的不确定度分

别为：

狌６ ＝σ６ ＝０．０７４μｍ；狌１５ ＝σ１５ ＝０．０６７μｍ；

取最大值作为重复性所引起的不确定度，因此三坐标测量

机的重复性测量引入的不确定度为狌重复 ＝０．０８５μｍ。

２）示值误差引入的不确定度分量。

根据 ＭＱ６８６三坐标测量机的技术参数可知，示值误差为

２．７μｍ，并且服从正态分布。因此三坐标测量机的示值误差

引入的不确定度为狌示值 ＝
２．７

槡３
＝１．５５９μｍ。

３）测量力引入的不确定度分量。

在测量中测量力调节至很小，可忽略测量力引起的零件弹

性变形。因此，测量力的影响带来的不确定度分量为狌力 ＝０。

４）三坐标测量机分辨力引入的不确定度分量。

分辨力的极限值为犃＝犱／２＝０．０５μｍ （其中，犱为三坐标

测量机的分辨力），且误差服从矩形分布。因此三坐标分辨力

引入的不确定度分量为：狌分辨 ＝
０．０５

槡６
＝０．０２μｍ。

５）温度引入的不确定度分量。

在测量过程中，实验室空调已经连续运行了一周，被测

件、三坐标和测量人员都在等温后进行测量工作。因此，测量

力的影响带来的不确定度分量为狌温度 ＝０。

根据以上分析，直线度的单点测量不确定度为：

狌０ ＝ 狌２重复 ＋狌
２
示值 ＋狌

２
力 ＋狌

２
分辨 ＋狌

２
槡 温度 ＝１．５６μｍ

３２　平面度误差计算

依据表１中的测量数据，带入公式 （１～３），借助 ＭＡＴ

ＬＡＢ 软 件 求 出 犪 ＝ ３．５５１６９６６２３１６１０６９犲 － ０５、犫 ＝

８．３９４１５７４１２７０２６６８犲－０７、犮＝－７．６８７５７８１４７０００２８３犲－０３，可

得最小二乘平面为狕＝（３．５５犲－０５）狓＋（８．３９犲－０７）狔－（７．６９犲

－０３）。然后求出各测点到最小二乘平面的距离，计算结果如

表２所示。

表２　各测点到最小二乘平面的距离

测点 距离／μｍ 测点 距离／μｍ

１ －０．０００５７５９７６６１２１６５０７９ １０ ０．０００３５０１２９２５０７８８３９４

２ ０．０００３６８８５８３４１７０９１２６ １１ ０．００１３９５００２２０８１７２３７

３ －０．００１５８６４２４８０５７８１８４ １２ ０．０００４３９８１０７３２６２９８７７

４ －０．０００１４１４８２９３９４０７７３８ １３ －９．２２４７６６４８６２８９５８犲－０５

５ －９．６５８８２５１５０５０８８２犲－０５ １４ －０．０００６４７７６８４６７２９５１８２

６ －０．０００１５１７８３２７９３１２１７１ １５ －０．０００１０３１９４６９１５２７５６７

７ ０．０００９１６１１０３８７３５６２０２ １６ －０．０００１５８２４３８４７９４８４７０

８ ０．０００３６０６０７７６３１１４８９１ １７ －０．０００６１３４０６０７０８１７７８９

９ ０．０００９０５１８１２０３１１６２０９ １８ －０．０００５６８５８３２５６２６３３００
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由表２可知，距离最小二乘平面最高的点是测点１１ （在

此称为最大距离的点），对应的点坐标为 （狓犕，狔犕，狕犕）、最低的

点是测点３ （在此称为最小距离的点），对应的点坐标为 （狓犔，

狔犔，狕犔）。将各参数带入平面度误差模型公式 （４）中，则平面

度误差值为：

犳＝犱犕 －犱犔 ＝
（狕犕 －狕犔）－犪（狓犕 －狓犔）－犫（狔犕 －狔犔）

１＋犪
２
＋犫槡 ２

＝

２．９８１４２７０１３９５４２０２犲－０３ｍｍ＝２．９８μｍ

３３　蒙特卡罗法的不确定度估算

利用 ＭＡＴＬＡＢ软件中的ｎｏｒｍｒｎｄ函数
［６］生成服从正态分

布的八维随机数，每一维数组的期望分别为各参数测量值，方

差分别为各参数的不确定度，并且服从正态分布，即为：

［狓犕１，狓犕２，狓犕３，……狓犕犕］～犖（４９．９９８４ｍｍ，１．５６μｍ）；

［狓犔１，狓犔２，狓犔３，……狓犔犕］～犖（３０．００２９ｍｍ，１．５６μｍ）

［狔犕１，狔犕２，狔犕３，……狔犕犕］～犖（１９．９９５４ｍｍ，１．５６μｍ）

［狔犔１，狔犔２，狔犔３，……狔犔犕］～犖（９．９９６２ｍｍ，１．５６μｍ）

［狕犕１，狕犕２，狕犕３，……狕犕犕］～犖（－０．００４５ｍｍ，１．５６μｍ）

［狕犔１，狕犔２，狕犔３，……狕犔犕］～犖（－０．００８２ｍｍ，１．５６μｍ）

［犪１，犪２，犪３，……犪犕］～犖（３．５５１６９６６２３１６１０６９犲－０５ｍｍ，

１．７６７９２９９４３１６８８５６犲－０４）

［犫１，犫２，犫３，……犫犕］～ 犖（８．３９４１５７４１２７０２６６８犲－０７ｍｍ，

４．４２０１３２４０７２７５６１９犲－０４）

样本容量为犕＝１００００。由于样本很大，这里不予列出。

根据所得随机数，求出１００００个犳的值后，构建出平面度误

差概率分布，其概率分布根据 ＭＡＴＬＡＢ中的直方图 （横坐标

为平面度误差值，纵坐标为其分布概率）来构建，求出这组数

据的期望和方差，即为平面度误差和平面度测量不确定度，分

别求得：

平面 度 误 差：犳 ＝ ２．９６６４７９０１６２９９４０４犲－０３ ｍｍ ＝

２．９７μｍ；

平面度测量不确定度：狌犳 ＝６．０３６９５１１４９９４０４９９犲－０３ｍｍ

＝６．０４μｍ；

图２　平面度误差的概率分布

３４　犌犝犕法的不确定度验证

将 ＭＡＴＬＡＢ软件计算出的犪、犫值和狓犕，狔犕，狕犕 以及狓犔，

狔犔，狕犔 数据带入公式 （９～１２）求出误差模型各参数的传递系

数分别为：犳
狕犕

＝１；
犳
狕犔

＝－１；
犳
犪
＝－２０；

犳
犫
＝－１０；将测

量点的各犡和犢 值以及单点测量不确定度狌０ ＝１．５６μｍ带入

公式 （１４～１５），计算出不确定度狌犪 ＝１．７６７９２９９４３１６８８５６犲－

０４μｍ 和 狌犫 ＝ ４．４２０１３２４０７２７５６１９犲－０４μｍ。其 中，狆＝

６．２９９６０２００００００００１犲＋０２；

狇＝３．５９９３０７０００００００００犲＋０２；狌＝２．７２９８５３４４８６６６０００犲

＋０４；

狏＝ ８．３９７１９２３４１２９００００犲＋０３；狑＝１．２５９６２０１０７７６３０００犲

＋０４；

犛＝１．１３４２５１１８７９１３０８９犲＋０８根据公式 （１６）计算出平面

度测量不确定度结果：

狌犳 ＝６．０７４３９９１０１０３０８７２犲－０３ｍｍ＝６．０７μｍ

３５　结果比较

表３　两种方法计算的平面度误差和评定的测量不确定度结果

平面度误差／μｍ 平面度测量不确定度／μｍ

ＧＵＭ法 ２．９８ ６．０７

蒙特卡罗法 ２．９７ ６．０４

４　结语

通过表３数据比较可知，用蒙特卡罗法进行平面度不确定

度评定是可靠的。通过ＧＵＭ法验证，两者结果几乎相同，而

且蒙特卡罗法比ＧＵＭ法评定结果更加准确。因此，通过实验

验证，蒙特卡罗法评定平面度不确定度以评定结果精度高、计

算快捷，简便、不必计算偏导数、不受模型复杂性的影响而凸

显出它的优势。为以后其他形位误差测量不确定度的评定和其

他数据处理领域的应用奠定了一定的基础，具有非常广泛的应

用前景和工程实用价值。
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