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虚拟阵列犓犺犪狋狉犻－犚犪狅积与子空间联合

稀疏表示的犇犗犃估计方法

朱进勇，王立冬，孟亚峰
（军械工程学院 电子与光学工程系，石家庄　０５０００３）

摘要：利用目标信号在空域分布的稀疏性，该文提出了一种基于虚拟阵列Ｋｈａｔｒｉ－Ｒａｏ （ＫＲ）积与信号子空间联合稀疏表示的单快

拍ＤＯＡ估计方法；该方法利用单次快拍的采样数据，构造出双向虚拟阵列数据，并对虚拟阵列数据的协方差矩阵进行ＫＲ积变换处理，

然后对向量化后的数据进行顺序重构，利用重构矩阵的大奇异值对应的左奇异向量为估计信号子空间；最后，利用凸优化工具箱对稀疏

模型进行二阶凸规划的优化求解，得到高精度的ＤＯＡ估计值；仿真实验验证了算法的有效性，在低信噪比下比传统 ＭＵＳＩＣ和ＯＭＰ算

法具有更高的估计精度。

关键词：虚拟阵列；Ｋｈａｔｒｉ－Ｒａｏ积；稀疏表示；单快拍；波达方向估计
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０　引言

波达方向角 （ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆａｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）估计
［１２］作为阵

列信号处理领域研究的热点内容，被广泛应用于无线通信、测

速、雷达、地质勘探等众多领域。但传统 ＭＵＳＩＣ算法和ＥＳ

ＰＲＩＴ算法为代表的子空间类算法对空域存在的相关信源进行

ＤＯＡ估计时便失效。近年来，压缩感知理论的兴起，使得

ＤＯＡ估计有了质的飞跃性发展，与传统的子空间类算法不同，

稀疏重构类ＤＯＡ估计算法利用目标信号在空域的稀疏特性，

可以高概率重构原始信号，从而不考虑子空间维数和秩的亏损

问题［３５］。

基于稀疏分解的ＤＯＡ估计算法不需要关注目标信号的统

计特性、是否相关以及在较小的快拍数下就能得到较好的估计

精度和分辨精度，因此，国内外学者提出了很多基于稀疏分解

的ＤＯＡ估计方法。文献 ［６］提出了犔１ＳＶＤ算法，采用奇异

值分解降低算法复杂度和噪声的敏感性，结合凸优化进行稀疏

重构目标，解决了压缩感知在理论在 ＤＯＡ 估计上的基本问

题，但是该方法运算量较大；文献 ［７］提出了 Ｋｈａｔｒｉ－Ｒａｏ

子空间分解方法，这种方法能够处理犖≤２犕－２个目标信源

个数的情况，但该方法是建立在信源的数目 犖 为已知条件的

情况下才能准确的分离出信号子空间和噪声子空间；文献 ［８］

提出了基于ＫＲ积变换和空域平滑理论的ＤＯＡ 估计算法，利

用空域平滑处理，使协方差恢复满秩，减少了运算量；文献

［９］提出了基于信号子空间的迭代加权最小方差算法，利用奇

异值分解得到低维的接收信号矩阵，采用迭代加权最小方差求

解欠定的稀疏表示问题，能对任意相关信号进行处理，但是该

方法需要已知信源个数；文献 ［１０］提出了对多快拍接收信号

的协方差矩阵进行犾１２混合范数联合稀疏表示，但由于需要对

协方差矩阵求逆，因此在快拍数较少的情况下，导致算法的性

能急剧下降。

本文提出一种建立在ＫＲ积理论变换的基础上，将虚拟阵

列技术和信号子空间相结合进行联合稀疏表示的ＤＯＡ 估计方

法。该方法利用阵列接收信号的单次快拍数据，进行双向虚拟

平移处理，以达到处理相干信号的目的；在此基础上，利用

ＫＲ积变换理论对虚拟平移的数据矩阵进行处理，得到向量化

空间矩阵；然后利用奇异值分解向量化空间矩阵提取信号子空

间，得到低维的信号子空间，再采用二阶锥规划求解的方法以

及结合犾１ 范数凸优化
［１１］问题进行ＤＯＡ求解。该方法从信号

的本质上解决了相干问题，减少了运算量。通过仿真实验证明

了本文算法在低信噪比情况下，比传统的 ＭＵＳＩＣ算法和压缩

感知ＤＯＡ估计算法具有更高的估计精度。
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１　信号模型

假设犕 个各向同性阵元组成的等距均匀线阵 （Ｕｎｉｆｏｒｍ

ｌｉｎｅａｒａｒｒａｙ，ＵＬＡ），阵元间距为犱＝λ／２，λ为信号波长。空

域存在犖 个远场窄带信号狊１ （狋），狊２ （狋），…，狊犖 （狋），分别

以方位角θ１，θ２，…，θ犖 入射到 ＵＬＡ。阵列的接收信号可

写为：

犡（狋）＝犃（θ）犛（狋）＋犖（狋） （１）

式中，犡 （狋）＝ ［狓１ （狋），狓２ （狋），…，狓犕 （狋）］
犜 为阵列天线

接收矢量，犃 （θ）＝ ［α （θ１），α （θ２），…，α （θ犖）］为 犕×

犖 维 的 阵 列 流 行 矩 阵，其 中，α（θ犻）＝ ［１，犲－犼２π犱ｓｉｎθ１
／λ，…，

犲－犼２π
（犻－１）犱ｓｉｎθ犻

／λ］犜，１≤犻≤犖 为目标信源入射角θ犻 的导向矢量，

犖 （狋）为犕×１维的阵列接收噪声矩阵。

２　本文算法

２１　双向虚拟阵列

根据虚拟阵列技术，每次将 犕 个阵元向右平移犱，形成

一个虚拟子阵，如此反复犕－１次，与真实的天线阵列接收数

据形成一个方阵接收数据。对于第狆次右相平移得到的阵列

输出信号表示为：

犡狆（狋）＝犃犇狉
狆－１犛（狋）＋犖狆（狋） （２）

式中，犇狉狆
－１为犖×犖 的对角阵的狆－１次乘方，平移矩阵犇狉

表示为：

犇狉 ＝犱犻犪犵（犲－犼
２π犱ｓｉｎθ１

／λ，…，犲－犼２π犱ｓｉｎθ犖
／λ） （３）

　　利用 犕－１次的阵列虚拟数据构造如下接收阵列信号

矩阵：

犡狉 ＝

狓１ 狓２ … 狓犕

狓
［１］
１ 狓

［１］
２ … 狓

［１］
犕

   

狓
［犕－１］
１ 狓

［犕－１］
２ … 狓

［犕－１］

熿

燀

燄

燅犕

＝

［犡（狋），犡１（狋），…，犡（犕－１）（狋）］
犜 （４）

　　那么：

犡狉 ＝犡（狋）［１，犇狉，…，犇狉
（犕－１）］犜 （５）

　　因此，获得阵列虚拟处理后的协方差矩阵为：

犚狉 ＝犈［犡狉　犈狉
犎］＝犃犆１犚１犛犆１

犎犃犎 ＋ 犆１ σ
２
狀犐犕 （６）

式中，犆１＝ ［１，犇狉，…，犇狉
犕－１］１，犚１犛表示信号的自相关矩

阵，σ－狀 表示噪声能量，犐犕 表示犕×犕 维的单位矩阵。

同理，左向虚拟阵列的协方差矩阵为：

犚犾 ＝犈［犡犾　犡犾
犎］＝

犃犆２犚２犛犆２
犎犃犎 ＋ 犆２ δ狀

２犐犕 （７）

式 中，犆２ ＝ ［１，犇犾，…，犇犾
（犕－１）］犜，犇犾 ＝ 犱犻犪犵（犲犼

２π犱ｓｉｎθ１
／λ，…，

犲犼２π犱ｓｉｎθ犖
／λ）。

２２　协方差矩阵的犓犚积处理

假设矩阵犃＝ ［α１，α２，…，α犉］∈犆
犐×犉和犅＝ ［犫１，犫２，

…，犫犉］∈犆
犑×犉，定义两个矩阵的Ｋｈａｔｒｉ－Ｒａｏ积

［１２］为：

犃×犅＝ ［犪１ 犫１，犪２ 犫２，…，犪犉 犫犉］∈犆
犐犑×犉 （８）

式中， “×”和 “”分别为 ＫＲ积与 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积的运算

符号。

假设犪犻＝ ［犪犻１，犪犻２，…，犪犻犐］
犜
∈犆

犐，犫犻＝ ［犫犻１，犫犻２，…，

犫犻犐］
犜
∈犆

犐 （犻＝１，２，…，犉），因此Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积表示为：

犪犻犫犻＝ ［犪犻１犫
犜
犻，犪犻２犫

犜
犻，…，犪犻犐犫犻

犜］犜 ＝狏犲犮（犫犻犪犻
犜） （９）

　　因此，根据ＫＲ积变换理论，对式 （６）和式 （７）进行向

量化运算可以得到：

狔狉 ＝狏犲犮（犚狉）＝狏犲犮（犃犆１犚１犛犆１
犎犃犎）＋ 犆１ σ狀

２狏犲犮（犐犕）＝

狏犲犮（Γ狉犚１犛Γ
犎
狉 ）＋ 犆１ σ

２
狀狏犲犮（犐犕）＝

（Γ狉·Γ狉）犚１犛＋ 犆１ σ
２
狀狏犲犮（犐犕） （１０）

狔犾＝狏犲犮（犚犾）＝狏犲犮（犃犆２犚２犛犆２
犎犃犎）＋ 犆２ σ

２
狀狏犲犮（犐犕）＝

狏犲犮（Γ犾犚２犛Γ犾
犎）＋ 犆２ σ

２
狀狏犲犮（犐犕）＝

（Γ犾 ·Γ犾）犚２犛 ＋ 犆２ σ
２
狀狏犲犮（犐犕） （１１）

式中，“狏犲犮”表示矩阵的向量化处理，Γ狉＝犃犆１ 和Γ犾＝犃犆２ 为

旋转阵列流行矩阵。

利用左右虚拟阵列协方差的向量化形式，构造出左右虚拟

阵列的稀疏重构观测向量：

狔＝
狔狉＋狔犾
２

＝狏犲犮
犚狉＋犚犾

（ ）２
（１２）

犢＝
［（Γ狉·Γ狉）犚１犛＋（Γ犾·Γ犾）犚２犛］

２
＋

犆１ ＋ 犆２
２

σ
２狏犲犮（犐犕） （１３）

　　经过稀疏重构的虚拟阵列协方差向量犢 为犕
２×１维的向

量矩阵，对犢进行顺序重构，得到一个 犕×犕 维的向量方阵

珔犢。这里采用奇异值分解 （ｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）

方法对珔犢进行分解，将向量化的观测数据转化到信号子空间

上，只针对信号子空间进行处理。由于只采用了单次的快拍数

据，所以计算效率大大提高。

珔犢＝犝Λ犞
犎 （１４）

式中，矩阵犝 和犞 表示顺序重构矩阵犢 的左右酉矩阵，Λ表

示珔犢的对角矩阵也即是奇异值。由顺序重构矩阵在信号子空间

投影得到的观测数据矩阵犢狊＝犝犖Λ犖，犢狊为犕×犖 维的观测数

据，犝犖 为犝 的前犖 列，Λ犖 为对角矩阵Λ 的前犖 个元素构成

的维的对角矩阵。因此，根据以上推导可以得到基于信号子空

间的观测模型为：

犢犛犞 ＝犃犡犛犞 ＋犖犛犞 （１５）

　　通过ＳＶＤ分解将犕×犕 维的数据变成了犕×犖 维，不仅

降低了数据的维数还保持了观测矩阵的稀疏性和稀疏结构，并

不影响ＤＯＡ估计。

根据压缩感知理论中的信号恢复理论，可以容易的得到目

标函数为：

ｍｉｎ犢犛犞 －犃犡犛犞 ＋λ 狓
犾
２ １ （１６）

式中，狓犾２犻 ＝ ∑
犖

犖＝１（狓
犻
（犖））槡 ２

，对于任意的犻，通过以上的优化问题

利用凸优化工具箱进行二阶锥规划问题的求解来得到目标信号

的ＤＯＡ估计。综上所述，对本文提出的虚拟阵列ＫＲ积与信

号子空间联合稀疏表示的单快拍ＤＯＡ估计算法的总结如下：

１）获取阵列观测的单次快拍数据犡 （狋），分别进行左右

平移构造出虚拟子阵犡狉 和犡犾；

２）对虚拟子阵犡狉 和犡犾 进行协方差处理，得到协方差矩

阵犚狉 和犚犾；

３）利用ＫＲ积理论对犚狉 和犚犾 进行向量化运算，并求得

平均稀疏观测向量狔；

４）对观测向量进行顺序重构得到犕×犕 的方阵犢；

５）利用奇异值分解对方阵珔犢进行处理，得到信号子空间；

６）利用凸优化工具箱求解优化函数。

３　算法性能分析

从以上的推导过程可以看出，本文算法在犾１－犛犞犈算法
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的基础上运用虚拟阵列技术和犓犚积变换理论对信号进行联合

稀疏表示。该算法的的计算量主要集中在凸优化工具箱进行二

阶锥规划问题的求解，因此与犾１ －犛犞犇 算法的复杂度犗

（犖３犘３）相差无几，犘为整个空域平均分的份数。

本文算法通过双向虚拟阵列技术将单快拍的接收数据构成

方阵的协方差矩阵恢复到满秩，使该文算法具有了相关信号的

处理能力。需要注意的是，本文算法只采用了一次的快拍数

据，在进行ＳＶＤ分解估计信号子空间的过程中得不到多次快

拍中信号的能量累积，所以并不能有效的估计ＤＯＡ。

４　仿真实验与分析

４１　算法的估计特性比较

实验中采用８个阵元的 ＵＬＡ，阵元间距为半波长，两个

远场窄带不相关的信源分别以θ１＝２０°和θ２＝４０°的方位角入射

到ＵＬＡ。本文算法采用的快拍数犓１＝１，犾１－犛犞犇，ＯＭＰ和

ＭＵＳＩＣ算法采用的快拍数犓２＝５０。将空域的－９０°～９０°范围

以１°的等间隔划分为１８１份来构造过完备阵列流行矩阵，图１

为空间谱图。

图１　空间谱

４个远场窄带信源分别以θ３＝－５０°，θ４＝－１０°，θ５＝２０°

和θ６＝７０°的方位角入射到 ＵＬＡ，其中θ３ 和θ４ 为相干信源，

θ５ 和θ６ 为不相关信源，其空间谱图如图２所示。

图２　相关信源空间谱

由图１和图２可知，本文算法对相关信号和不相关信号均

能进行有效的ＤＯＡ估计，传统的 ＭＵＳＩＣ算法未能对相关信

号进行ＤＯＡ估计，犾１－犛犞犇 和 ＯＭＰ能完成对相关信号的

ＤＯＡ估计。本文算法通过虚拟阵列技术将接收信号的协方差

恢复到了满秩，有了更强的解相干信号的能力，在后期的信号

恢复上是由于基于压缩感知理论的ＤＯＡ估计算法是将空域的

目标信号的ＤＯＡ估计当作一个稀疏向量的重构恢复问题，这

与 ＭＵＳＩＣ算法的子空间分解类思想是完全不同的。

４２　算法的统计特性比较

在不同的信噪比下，本文算法与，ＯＭＰ和 ＭＵＳＩＣ算法

对信号角度估计的均方根误差值 （ＲｏｏｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，

ＲＭＳＥ）。实验中采用两个窄带远场信号θ１＝２０°和θ２＝４０°，信

噪比变化范围为－１０～３０ｄＢ，仿真结果为５０次 Ｍｏｎｔｅ－Ｃａｒｌｏ

统计结果，其它条件与实验一相同。这里定义角度估计的均方

根误差为：

犚犕犛犈 ＝ ∑
５０

犼＝１
∑
犖

犖＝１

（^θ犿犖 －θ犖）
２／（５０犖槡 ） （１７）

式中，θ犿犖 表示第犿 次实验中的θ犖 的ＤＯＡ估计值，犼为Ｍｏｎｔｅ

－Ｃａｒｌｏ实验次数，犖 为信源数。

由图３可知，在低ＳＮＲ时，本文算法，犾１－犛犞犇和ＯＭＰ

算法的ＲＭＳＥ远高于传统的 ＭＵＳＩＣ算法，同时，本文算法的

ＲＭＳＥ也小于犾１－犛犞犇 和 ＯＭＰ算法的ＲＭＳＥ；随着ＳＮＲ的

增大，四种算法的ＲＭＳＥ均减小。

由图４可知，随着ＵＬＡ阵元数的增加，可以提高本文算

法的ＤＯＡ估计精度。

图３　ＤＯＡ估计的ＲＭＳＥ

图４　阵元变化下的ＤＯＡ估计的ＲＭＳＥ

４３　成功概率比较

为研究本文算法对信号的估计成功概率，两个窄带远场信

号θ１＝２０°和θ２＝４０°，仿真结果为５０次 Ｍｏｎｔｅ－Ｃａｒｌｏ统计结

果，当ＤＯＡ估计结果在 ［１９．８°，２０．２°］和 ［３９．８°，４０．２°］

的区间时，认定一次成功，成功概率随ＳＮＲ的变化情况如图

５所示

可以看出在相同的ＳＮＲ下，本文算法的ＤＯＡ估计成功概

率高于其它三种算法，在犛犖犚≥９ｄＢ时，就能够实现１００％

的估计成功概率，而 ＯＭＰ算法具有最差的ＤＯＡ估计成功概

率，这从空间谱图也能看出；这是由于ＯＭＰ算法在进行观测矩

阵选择时具有比等距约束性 （ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｉｓｏｍｅｔｒｙｐｒｏｐｅｒｔｙ，ＲＩＰ）

条件［１３］更加严格的要求，这就需要确定的迭代次数和更多的观

测值，即使是这样也不能保证把任何信号都能够精确的重构出

（下转第１５４页）
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图９　本文算法对不同攻击的鲁棒性结果

４　总结

本文基于相位截断菲涅耳变换与随机振幅掩模，提出了一

种新的非对称加解密算法，算法将原彩色图像分为三个独立的

颜色通道，在对其进行菲涅耳变换后加入随机振幅掩模通道，

将四个通道分别进行菲涅耳衍射截断处理，通过级联处理不仅

提高了秘钥与密文间的关联性还消除了信息泄露的风险。用不

完整解密秘钥无法获得原图像的任何信息，经过仿真验证本算

法对波长与自由空间传播错误距离参数、密文噪声、遮挡污

染、密文泄露以及不同攻击等情况下有较好的鲁棒性。
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来；犾１－犛犞犇算法采用直接对待恢复信号进行犾１ 范数约束，这

将导致在恢复信号的过程中得不到更稀疏的结果，进而在ＤＯＡ

估计的空间谱上出现伪谱峰，降低了ＤＯＡ的估计精度。

图５　ＤＯＡ估计成功概率

５　结束语

本文在ＫＲ积变换理论的基础上，提出了一种在单快拍条

件下对顺序重构虚拟阵列的提取信号子空间稀疏表示的ＤＯＡ

估计算法，经过仿真验证本文算法对相关信号具有更强的处理

能力，尤其是在低信噪比情况下相对于犾１－犛犞犇，ＯＭＰ和

ＭＵＳＩＣ算法估计精度也大大提高。然而，本文算法利用凸优

化工具箱处理，在运算量方面并没有太大的优势，这方面还需

要更进一步的研究。
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