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小波模极大值法与数学形态学边缘

检测细化结果

江宇博，刘　波
（中北大学 机械与动力工程学院，太原　０３００５１）

摘要：图像边缘检测的关键是尽可能多的检测到边缘并且抑制噪声的同时，尽可能的满足单线的边缘定位精度；为此选取了一种融

合小波模极大值和数学形态学的边缘检测方法来获取图像边缘；首先在对图像进行小波分解，分别利用模极大值法和多尺度多结构数学

形态学方法来处理小波分解的高频分量和低频分量，利用差影法对二者的结果进行融合；然后利用大律法得到二值化图像，并用形态学

边缘细化算法细化图像边缘得到最后结果；实验结果显示，融合的方法可以得到比较完善的边缘，经过二值化和边缘细化后，获得的单

线宽边缘更加清晰，定位精度更高。
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０　引言

边缘检测是机器视觉中基础的一步，为后续的工作打下基

础。图像边缘是图像中灰度变化剧烈或者在梯度方向有发生突

变的像素的集合，蕴含了图像中十分丰富的信息，被广泛用于

图像融合和模式识别中［１３］。传统的边缘检测算法如Ｓｏｂｅｌ算

子、Ｒｏｂｅｒｔｓ算子、Ｐｒｅｗｉｔｔ算子和 Ｃａｎｎｙ算子等等都有着相

当不错的作用和效果，尤其是Ｃａｎｎｙ算子由于其良好的边缘

连续性和单像素的边缘定位，被广大学者深入研究改进［４５］。

但是由于以上算法本质都是梯度算法，对噪声比较敏感。

由于傅立叶变换的基是连续的三角函数，所以它对非平稳

变换具有局限性。小波变换将傅立叶变换中无限长的三角函数

基换成了有限长的会衰减的小波基。小波函数不仅有尺度还有

平移，这样小波变换不仅可以知道信号的频率成分，而且知道

它在时域上存在的具体位置。这使得小波变换具有奇异性，小

波变换的这种性质也使得小波成为了检测图像边缘的好工具。

小波系数模的局部极大值对应检测到的图像边缘，但是模极大

值法只用到了小波分解中的高频分量，忽略了低频分量包含的

边缘信息。所以很多研究人员提出了小波变换和形态学融合的

方法来提取图像边缘［６８］。基于小波变换的边缘检测，能较好

地抑止噪声；基于数学形态学的边缘检测，能精确地定位边

缘，较好地检测弱边缘及保留图像中原有细节信息。二者融合

可以综合二者的优点，取得不错的效果。

虽然形态学和小波变换结合的方法能够得出十分完整的边

缘，然而边缘像素较多，远不能达到单像素边缘。Ｃａｎｎｙ曾经

指出，提取出的边缘应该尽量满足与实际图像边缘一一对应。

选择合适的边缘细化算法，可以得到单像素的二值化边缘，提

高边缘的定位精度。为了进行更加精确的单线边缘，许多学者

对边缘细化算进行了研究。

串行、并行和串－并行处理是细化处理的三种基本分类。

串行算法［９１０］的细化的过程同时受到了上一次迭代图像与当前

处理情况的制约。串行算法受到对图像像素的处理先后顺序的

限制，因而其像素点的腐蚀或保留有时不可预测。相反，并行

算法［１１１２］只与上一次迭代结果有关，并行算法对图像象素进

行腐蚀是利用相同的条件同时处理所有象素点，结果往往保持

了各向同一性。文中使用了一种基于数学形态学变换的细化算

法［１３］，它以几何形态学为基础对图像进行分析，很容易实现

并行处理。

１　模极大值法

首先，简单介绍小波模极大值方法：
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设θ（狓，狔）为高斯平滑函数，它具有良好的局部化特性，

并且满足：

Ω
θ（狓，狔）ｄ狓ｄ狔＝１ （１）

　　θ（狓，狔）在狓，狔方向的导数分别为：

φ
１（狓，狔）＝

θ（狓，狔）

狓

φ
２（狓，狔）＝

θ（狓，狔）

狔
（２）

　　其中：φ
１ （狓，狔）和φ

２ （狓，狔）可以看作小波二维变换

函数，对任意犳 （狓，狔）∈犔 （犚
２）有，二维小波变换：

犠１
犳（狓，狔）＝φ

１（狓，狔）犳（狓，狔）

犠１
犳（狓，狔）＝φ

２（狓，狔）犳（狓，狔） （３）

式 （３）中的两个分量正好构成了梯度矢量：

犠１
犳（狓，狔）

犠１
犳（狓，狔［ ］） ＝ 

→

（犳θ）（狓，狔） （４）

　　由此可得犳 （狓，狔）小波变换的模为：

犕（狓，狔）＝ （犠１
犳（狓，狔））

２
＋（犠２

犳（狓，狔））槡 ２ （５）

　　幅角为：

犃（狓，狔）＝ａｒｃｔａｎ
犠２
犳（狓，狔）

犠１
犳（狓，狔（ ）） （６）

　　对小波系数采用局部模极大值法求图像的边缘，由于梯度

的方向指向梯度模极大值所在方向，所以只要沿着梯度方向检

测小波变换系数模的局部极大值点，就可以得到图像的边缘

点。文献 ［８］中提出采用双阈值法来抑制虚假边缘，同时也

抑制掉了一部分真实的边缘，由于后期要对图像边缘进行二值

化细化，所以这里不在进行双阈值，而是选用单阈值保住尽量

多的边缘。

２　数学形态学运算

改进的形态学边缘检测主要是根据数学形态学四个基本运

算构造边缘检测算子，再选用多尺度多结构元素对图像进行边

缘检测。本章主要介绍数学形态学的四种基本运算、采用的数

学形态学算子和采用的结构元素。

２１　数学形态学基本运算

数学形态学是图像处理过程中解决许多难题的一个强而有

力的工具。数学形态学是由集合理论发展而来的。膨胀、腐

蚀、开启和闭合是形态学最基本的四种运算。其基本思想就是

利用特有的结构元素利用四种基本运算的组合使用去度量和提

取图像中的形状。

在一个二维的欧几里得空间犣２ 中，设犳 （狓，狔）为输入

图像，犫 （狓，狔）为结构元素。利用结构元素犫 （狓，狔）对输

入图像犳 （狓，狔）进行膨胀运算：

犳!犫（狓，狔）＝ｍａｘ｛犳（狓－狊，狔－狋）＋犫（狊，狋）

狘（狓－狊），（狔－狋）ε犇犳，（狊，狋）ε犇犫｝ （７）

　　利用结构元素犫 （狓，狔）对输入图像犳 （狓，狔）进行腐蚀

运算：

犳⊙犫（狓，狔）＝ｍｉｎ｛犳（狓＋狊，狔＋狋）－犫（狊，狋）

狘（狓＋狊），（狔＋狋）ε犇犳，（狊，狋）ε犇犫｝ （８）

　　利用结构元素对输入图像进行开运算和闭运算分别表

示为：

犳·犫（狓，狔）＝ （犳⊙犫）!犫 （９）

犳·犫（狓，狔）＝ （犳!犫）⊙犫 （１０）

２２　改进形态学边缘提取算法

四种基本运算对图像具有不同的效果，膨胀运算是利用结

构元素对图像进行扩大和填充；腐蚀运算可以用来缩小图像中

的成分，可以消除比结构元素小的成分，它们具有对偶性。开

运算是先进行腐蚀后进行膨胀，作用是去除比较细小的部分，

撕开了较小的间隙；闭运算的顺序跟开运算相反，先进性膨胀

后进行腐蚀，作用也相反，填充物体内细小孔洞、连接临近物

体、平滑其边界，它们也具有对偶性。正是因为这些作用，形

态学可以用来提取图像的边缘，也可以用来对图像进行降噪。

边缘检测算子是通过四种基本运算的组合推到得出的，结

合形态学的定义及扩张性，设犳 （狓，狔）为输入图像犫 （狓，

狔）为结构元素，犵 （狓，狔）为边缘图像，可以得知式 （５）

成立：

犳!犫（狓，狔）≥犳·犫（狓，狔）≥犳≥

犳°犫（狓，狔）≥犳⊙犫（狓，狔） （１１）

　　进而可以由 （５）式推导出传统形态学边缘提取算法如下

式 （６）所示：

犵（狓，狔）＝犳!犫－犳

犵（狓，狔）＝犳－犳⊙犫

犵（狓，狔）＝犳!犫－犳⊙犫

犵（狓，狔）＝犳·犫－犳

犵（狓，狔）＝犳－犳°犫

犵（狓，狔）＝犳·犫－犳°犫

（１２）

　　由于上面的算法都对噪声比较敏感，没有考虑到去噪。我

们将使用一种新的边缘检测算法［１４］，该算法不仅可以检测图

像边缘，而且可以在一定程度上去噪。

犵犻（狓，狔）＝ （（犳·犫１）°犫２）!犫３犻－

（（犳°犫１）·犫２）⊙犫３犻（犻＝１，２，３…狀） （１３）

　　关于结构元素的选择，犫１、犫２ 为滤波结构元素，之所以被

称为滤波结构元素是因为其几何结构明显大于分解的结构元

素，于是在图像平滑的作用上大于分解的结构元素，对噪声信

号过滤作用明显。当然代价就是要牺牲掉一些小的局部细

节［１５］。犫３犻 （犻＝１，２，３…狀）为分解元素，文献 ［１５］中实验

证明四种结构元素对图像进行边缘提取后的边缘进行线性结合

可以提取出更为准确、细节更多的边缘。

犫１ ＝

０ １ ０

１ １ １
熿

燀

燄

燅０ １ ０

　犫２ ＝

０ ０ １ ０ ０

０ １ １ １ ０

１ １ １ １ １

０ １ １ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １ ０ ０

犫３１ ＝

０ ０ ０

１ １ １
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

　犫３２ ＝

０ ０ １

０ １ ０
熿

燀

燄

燅１ ０ ０

犫３３ ＝

０ １ ０

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ １ ０

　犫３４ ＝

１ ０ ０

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

（１４）

２３　数学形态学边缘细化算法

简单来说，边缘细化就是在保持图像原有的形状的基础上

去除一些点。细化的目的是得到图像中心的宽度为一个像素的

黑线，在未达到单像素之前必须沿着图像边缘不停的去除一些

点。细化的结果被称为原图案的骨架。骨架与原图案要具有相

同的拓扑形状和连通性。

击中击不中变换是进行数学形态学边缘细化的理论基础。
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击中击不中变换的基本思想是抽取图像中与给定领域结构相匹

配的所有像素。

设犳 （狓，狔）为输入图像，犫 （狓，狔）为结构元素，且犫

（狓，狔）由两个不相交的的部分犫１ （狓，狔）和犫２ （狓，狔）组

成，满足两者的交集是空集，两者的并集正好组成结构元素犫

（狓，狔），所以犳 （狓，狔）被犫 （狓，狔）击中定义为：

犳犫（狓，狔）＝ （犳⊙犫１）∩ （犳
犮
⊙犫２） （１５）

　　进一步可以知道边缘细化的定义为：

犳犫（狓，狔）＝犳－犳犫（狓，狔） （１６）

　　设一个结构元素系列：

｛犫（狓，狔）｝＝ ｛犫１（狓，狔），犫２（狓，狔）…犫狀（狓，狔）｝ （１７）

那么图像犳 （狓，狔）被结构元素系列细化表示为：

犳 ｛犫｝（狓，狔）＝ （…（（犳犫１）犫２）…）犫狀 （１８）

从上式中可以看出，细化的过程是，先用一个结构元素犫１

（狓，狔）对图像犳 （狓，狔）进行细化，接着用犫２ （狓，狔）对犫１

（狓，狔）细化过的结果继续进行细化，以此类推，直至用犫狀

（狓，狔）对图像细化完一遍为止。由于细化是有方向的，所以

我们选取结构元素系列包含８个不同方向的结构元素：

犫４１ ＝

０ ０ ０

狓 狅 狓
熿

燀

燄

燅１ １ １

犫４２ ＝

狓 ０ ０

１ 狅 ０

１ １

熿

燀

燄

燅狓

犫４３ ＝

１ 狓 ０

１ 狅 ０

１ 狓

熿

燀

燄

燅０

犫４４ ＝

１ １ 狓

１ 狅 ０

狓

熿

燀

燄

燅０ ０

犫４５ ＝

１ １ １

狓 狅 狓
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

犫４６ ＝

狓 １ １

０ 狅 １

０ ０

熿

燀

燄

燅狓

犫４７ ＝

０ 狓 １

０ 狅 １

０ 狓

熿

燀

燄

燅１

犫４８ ＝

０ ０ 狓

０ 狅 １

狓

熿

燀

燄

燅１ １

（１９）

　　上述８个结构元素犫４１，犫４２，犫４３，犫４４，犫４５，犫４６，犫４７，犫４８

分别用来去掉南、西、北、东、西南、西北、东北、东南８个

方向上的点。其中结构元素中数字 ‘１’代表目标图像上的点，

数字 ‘０’代表背景图像中的点，‘ｏ’代表中参考中心点，‘ｘ’

表示既可以是目标图像上的点也可以是背景图像中的点。

３　边缘检测及其细化具体流程

步骤１：利用高斯函数一阶偏导数作为基本小波，对初始

图像进行分解得到高频子图像和低频子图像。

步骤２：采用模极大值法对高频子图像进行边缘检测得到

高频子图的边缘。

步骤３：用多尺度多结构元素数学形态学算法对低频子图

像进行边缘检测，得到低频边缘。将式 （１４）中的结构元素带

入式 （１３）中，４个方向的边缘求和得到形态学处理边缘结果：

犐犾 ＝犵１＋犵２＋犵３＋犵４ （２０）

　　步骤４：将低频和高频图像采用差影法进行融合，生成最

终的边缘图像。

假设步骤２中得到的高频子图的边缘为犐犺（狓，狔），步骤３

中得到的低频子图的边缘为犐犾（狓，狔），融合后的图像为犐（狓，

狔）。

犐（狓，狔）＝α犐犾（狓，狔）＋β犐犺（狓，狔） （２１）

　　 其中：α、β分别为加权因子。　

步骤５：采用大律法对图像进行二值化处理。

设犜为目标和背景的分割阈值，图像平均灰度为：

狌＝狑１狌１＋狑２狌２ （２２）

目标与背景之间的灰度方差为：

犲＝狑１（狌１－狌）
２
＋狑２（狌２－狌）

２ （２３）

　　 其中：狌１ 和狑１ 分别表示目标的平均灰度值和目标点数占

图像比例，狌２ 和狑２ 分别表示背景的平均灰度值和背景点数占

图像比例。只需要使得方差最大化，Ｔ便是最佳阈值。

步骤６：对二值化的图像进行边缘细化，遵循公式 （１８）

利用结构元素犫４１，犫４２，犫４３，犫４４，犫４５，犫４６，犫４７，犫４８循环对图像进行边

缘细化，直至结果不在发生变化。在细化过程中不能删除图像

中的孤立点、直线断线、内部点。

４　实验结果及分析

为了验证算法的可行性，实验使用 ＣＰＵ 为ｃｏｒｅｉ７，内存

为８ＧＢ的笔记本，在 Ｍａｔｌａｂ２０１５ａ的环境下编程实现了上述

算法。首先实验以标准的Ｌｅｎａ图和Ｐｅｐｐｅｒｓ图为例，分别与

单阈值小波模极大值、多尺度多结构元素形态学法、融合算

法、Ｃａｎｎｙ算法进行比较，试验中α、β均取值为０．５。

表１　边缘像素数和算法用时

ｂ ｃ ｄ ｅ ｆ

边缘像素／个 ３ ２ ４ １ １

用时／ｓ ０．０９６ ０．１９０ ０．２６７ ０．２８４ ０．３０４

在图１和图２中可以看出，文中采用的多结构形态学提取

的图像边缘虽然边缘结构比较清晰，但是存在较多的细碎点和

孤立点，这些点并不是图像边缘；模极大值法提取的边缘在定

图１　Ｌｅｎａ图边缘检测结果

图２　ｐｅｐｐｅｒ图边缘检测结果
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位精度上比较好，但是损失了连续性，Ｌｅｎａ图左侧的两个比

较长得竖线边缘接近丢失；两种算法的融合算法取得了比较清

晰的图像边缘，边缘清晰，但是边缘太粗，定位精度大打折

扣；Ｃａｎｎｙ算法取得了单像素的边缘而且连续性很好，但是由

于Ｃａｎｎｙ算法后续采用双阈值进行边缘链接，在Ｌｅｎａ图的脸

上和帽子处出现了许多比较短的伪边缘；文中算法的最终结果

由于经过大律法二值化处理，并且经过形态学边缘细化，在比

较长得边缘上获得了较好的连续性，也去除了短小的伪边缘，

边缘取得了单线的精度。

对于文中算法的抗噪性，实验采用ＣＣＤ相机拍摄图像进

行实验，采样图片光照不均匀，带有混合噪声，如图３中原图

所示。可以看出文中算法保留了差影融合后图像边缘抗噪的优

点，最后取得了单像素的边缘，效果良好。

图３　ＣＣＤ采样图边缘检测结果

５　结束语

综上所述，差影法融合技术融合了小波模极大值法和多尺

度多结构数学形态学算法的优点，取得了定位精度高，边缘连

续的灰度图像。在对图像利用大律法进行二值化处理后，利用

形态学进行边缘细化，细化边缘定位精度较好，而且对噪声抑

制能力比较好。但是文中比较密集的纹理处，图像边缘会出现

不连续，这将是下一步研究方向。
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经实验证明，本算法对这四种电表图像的适应性良好。
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