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非完整约束移动机器人的轨迹跟踪控制

马建伟，石佳玉
（河南科技大学 信息工程学院，河南 洛阳　４７１０２３）

摘要：针对非完整约束移动机器人运动学与动力学模型，根据轨迹跟踪控制目标的需要，设计了一种简单的控制器，该控制器结合了

运动学控制器设和动力学控制器两部分；针对运动学模型，采用自适应算法对其未知参数进行估计，针对系统动力学模型，采用单层神经网

络算法克服未知扰动对系统稳定性的影响，使速度误差尽可能地缩小；在Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论的基础上证明了系统的收敛性和稳定性，该

控制算法简单有效，易于实现；仿真结果表明：该控制策略可以实现对移动机器人期望轨迹的稳定跟踪，验证了算法的有效性。

关键词：移动机器人；自适应控制；神经网路；轨迹跟踪
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０　引言

在移动机器人的控制研究中，一般考虑理想的约束条件，

这使得非完整约束移动机器人成为非完整系统的研究重点，作

为非完整约束移动机器人运动控制的问题之一，轨迹跟踪问题

已经受到越来越多的关注，轨迹跟踪的最终目标是设计合适的

控制器，使实际轨迹尽可能快速稳定的跟踪到期望轨迹，然而

在实际的工程实践中，由于外部扰动及系统本身参数等不确定

因素的存在，要达到快速跟踪的目的，就显得尤为困难。

最初的研究大多基于运动学模型设 计 速 度 控 制 率，

Ａｎｅｅｓｈ
［１］使用积分反推的非线性状态反馈控制器设计了全局

轨迹跟踪控制器。文献 ［２］针对机器人运动学模型使用积分

反推的方法，确定非线性控制率，确保了全局渐近稳定性。文

献 ［３］采用基于积分Ｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇ的方法引入一种新的虚拟

反馈量，设计了机器人全局轨迹跟踪算法。Ｃｈｅｎｇ
［４］利用反演

思想设计了基于反馈控制率的全局渐近跟踪控制器。文献 ［５］

针对移动机器人的运动学模型，以两后轮为控制输入，设计了

具有全局渐近稳定性的自适应轨迹跟踪控制器。但是以上控制

器设计均为考虑系统未知参数对轨迹跟踪效果的影响，具有一

定的局限性。Ｊｉａ等
［６］在充分考虑未知参数影响的前提下，运

用自适应控制算法实现其鲁棒控制。上述控制算法都是仅仅基

于移动机器人运动学模型设计速度控制率，它们都是以完美速

度跟踪为前提的，但是这种前提并没有考虑外界干扰等因素的

存在，有很大的缺陷。

针对以上问题，结合系统运动学模型和动力学模型，设计

控制器的方法得到了越来越多的使用。文献 ［７］针对完美速

度跟踪假设难以实现的问题，结合运动学模型和动力学模型设

计轨迹跟踪控制器，文献 ［８］针对移动机器人的运动学、动

力学模型，运用自适应和反演算法，设计轨迹跟踪控制器。上

述控制器设计虽然充分考虑了运动学模型和动力学模型，但是

并没有注意到外界干扰对系统稳定性的影响。文献 ［９］，［１０］

建立了双闭环控制结构，充分协调了系统运动学和动力学层面

的控制。

在研究非完整移动机器人运行学模型和动力学模型的基础

上，并充分考虑外界未知扰动和系统本身参数变化的基础上，

结合自适应控制和神经网络算法，设计了轨迹跟踪控制器．

１　非完整约束移动机器人模型

研究对象为轮式移动机器人，通过后轮两个电机转动速度

的不同可实现轮式移动机器人的转弯。如图１所示，移动机器

人在笛卡尔坐标系 ｛犗，犡，犢｝中的姿态用狇＝ ［狓狔θ］
犜 表示，

其中 （狓，狔）表示参考点犘在笛卡尔坐标系中的坐标，θ表示

笛卡尔坐标系与 ｛犘，犡犮，犢犮｝之间的夹角，狉和２犫分别表示

机器人驱动轮的半径和两个驱动的间距，移动机器人两个驱动

轮中心设为点犕，重心位置为犘。

狀维系统状态并受犿 维约束的非完整移动机器人的动力学

方程可以表示为：

犕（狇）珔狇＋犞犿（狇，珔狇）珔狇＋犌（狇）＋犉 珔（）狇 ＋τ犱 ＝

犅（狇）τ－犃
犜（狇）λ （１）

　　其中，犕（狇）∈犚
狀×狀 为正定对称惯性矩阵，犞犿（狇，珔狇）∈犚

狀×狀

为向心力和哥式力矩阵，犌（狇）∈犚
狀为重力矩阵，犉（珔狇）∈犚

狀为

摩擦力矩阵，对于在光滑平面运动的移动机器人来讲，重力矩
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图１　移动机器人

阵和摩擦力矩阵均为零，τ犱 ∈犚
狀为有界未知扰动；τ∈犚

狉为控

制输入，犅（狇）∈犚
狀×狉为输入变换矩阵，λ∈犚

犿 为约束力，犃（狇）

∈犚
狀×犿 为约束矩阵。

犕（狇）＝

犿 ０ －犿犱ｓｉｎθ

０ 犿 犿犱ｃｏｓθ

－犿犱ｓｉｎθ 犿犱ｃｏｓθ

熿

燀

燄

燅犐

，

犞犿（狇，珔狇）＝

０ ０ －犿犱珋θｃｏｓθ

０ ０ －犿犱珋θｓｉｎθ
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

犅（狇）＝
１

狉

ｃｏｓθ ｃｏｓθ

ｓｉｎθ ｓｉｎθ

犚 －

熿

燀

燄

燅犚

，犃犜（狇）＝

ｓｉｎθ

－ｃｏｓθ

－

熿

燀

燄

燅犱

，τ＝
τ狉

τ［ ］犾
　　其中：犿表示移动机器人的质量，犐表示转动惯量，τ狉 和τ犾

分别表示移动机器人右轮和左轮的力矩。

移动机器人非完整约束可以表示为：

犃（狇）珔狇＝０ （２）

　　选择一个狀－犿维矩阵犛（狇）为犃（狇）零空间的一组基，所

以有：

犃（狇）犛（狇）＝０ （３）

由式 （２）和式 （３）可以得到ν（狋）作为控制输入的系统状态

与其的导数非线性关系：

珔狇＝

ｃｏｓθ 犱ｓｉｎθ

ｓｉｎθ －犱ｃｏｓθ
熿

燀

燄

燅０ １

ν狆

ω［ ］狆 （４）

其中：ν狆 和ω狆 分别为机器人线速度和角速度。

机器人的线速度和角速度与其驱动轮的角速度之间存在如

下关系：

ω狉

ω［ ］犾 ＝
１

狉
犚
狉

１

狉
－
犚

熿

燀

燄

燅狉

ν狆

ω［ ］狆 （５）

其中：ω狉和ω犾分别为机器人驱动轮右轮和左轮的角速度，所以

运动学方程又可以表示为：

珔狇＝犛（狇）ν（狋）＝

狉
２
ｃｏｓθ＋

狉
２犚
犱ｓｉｎθ

狉
２
ｃｏｓθ－

狉
２犚
犱ｓｉｎθ

狉
２
ｓｉｎθ－

狉
２犚
犱ｃｏｓθ

狉
２
ｓｉｎθ＋

狉
２犚
犱ｃｏｓθ

狉
２犚

－
狉
２

熿

燀

燄

燅犚

ω狉

ω［ ］犾

（６）

　　假设机器人在水平面运动与地面无摩擦，那么可知，犌（狇）

和犉（珔狇）都为零，对式 （６）求导并代入式 （１），同时式 （１）

两边都乘以犛犜（狇），化简可以得到：

珨犕珋ν＋珚犞犿ν＋珋τ犱 ＝珋τ （７）

　　其中：珨犕＝犛犜犕犛，珚犞犿＝犛
犜 （犕珔犛＋犞犿犛），珋τ犱＝犛

犜
τ犱，珋τ＝

犛犜犅τ，珋τ犱≤犫犱。

其中参数矩阵为：

珨犕 ＝

狉２（－犿犱２＋犑）

４犚２
＋
犿狉２

４

狉２（犿犱２－犑）

４犚２
＋
犿狉２

４

狉２（犿犱２－犑）

４犚２
＋
犿狉２

４

狉２（－犿犱２＋犑）

４犚２
＋
犿狉２

熿

燀

燄

燅４

珚犞犿 ＝
０ ０

［ ］０ ０
。

式 （７）可以重新表示为：

犢（ν，ν）犘＝珋τ－珋τ犱 （８）

犢（ν，珋ν）犘＝珨犕珔ν＋珚犞犿ν （９）

其中：犢 （ν，珋ν）是一个有关系统速度和加速度的系数矩阵，狆

是一个包含机器人质量、惯性等参数的向量，对于移动机器人

而言，它们可以具体表示为：

犢＝
珔ω狉 珔ω犾 珋θω狉

珔ω犾 珔ω狉 －珋θω［ ］犾
犘＝

狉２（－犿犱２＋犑）

４犚２
＋
犿狉２

４

狉２（犿犱２－犑）

４犚２
＋
犿狉２

４［ ］０
犜

２　控制器设计

分别从运动学和动力学的角度分析移动机器人的轨迹跟踪

控制问题，图２是机器人控制结构框图，采用基于单层神经网

络的自适应控制器设计方法，这样可以使机器人的实际速度可

以平滑地跟踪参考控制输入。

图２　移动机器人控制结构框图

其中，狇＝ ［狓狔θ］
犜 表示机器人实际运动轨迹，用狇狉＝

［狓狉狔狉θ狉］
犜 表示参考运动轨迹。

２１　运动学模型的自适应控制器设计

用ν狉 和ω狉 分别表示机器人参考线速度和角速度，珚狓狉 ＝

ν狉ｃｏｓθ狉－犱ω狉ｓｉｎθ狉 ，珋θ狉 ＝ω狉
珔狔狉 ＝ν狉ｓｉｎθ狉＋犱ω狉ｃｏｓθ狉 ，，移动机器人位姿的误差方程可

以表示为：

犲狆 ＝

犲１

犲２

犲

熿

燀

燄

燅３

＝

ｃｏｓθ ｓｉｎθ ０

－ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０
熿

燀

燄

燅０ １ １

狓狉－狓

狔狉－狔

θ狉－

熿

燀

燄

燅θ

（１０）

位姿误差变化率可以表示为：

珋犲１

珋犲２

珋犲

熿

燀

燄

燅３

＝

－１
熿

燀

燄

燅

０

０

ν狆 ＋

犲２

犱－犲１

－

熿

燀

燄

燅１

ω狆 ＋

ν狉ｃｏｓ犲３＋犱ω狉ｓｉｎ犲３

ν狉ｓｉｎ犲３－犱ω狉ｃｏｓ犲３

ω

熿

燀

燄

燅狉

（１１）

　　根据及误差公式 （９）选择用于跟踪的控制输入：
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ν狊 ＝
ν犳

ω［ ］犳 ＝
犽１（犲１－犱（１－ｃｏｓ犲３））＋ν狉ｃｏｓ犲３

ω狉＋（犲２＋犱ｓｉｎ犲３）ν狉＋犽２ｓｉｎ犲［ ］３

（１２）

　　其中，犽１ 和犽２ 均为正数。

在上式的控制作用下，误差可以渐进收敛到零，但是由于

式 （１）中机器人本身参数狉和犫未知，故而无法得到两个后

轮角速度，在此采用自适应算法估计两个未知参数，假设犃＝

１

狉
，犅＝

狉
犚
，分别用 犃^ 和犅^ 表示犃 和犅 的估计值，那么式

（５）就可以重新写为：

ν犮 ＝
ω狉犮

ω［ ］犾犮 ＝
犃^ 犅^

犃^ －＾［ ］犅
ν犳

ω［ ］犳 （１３）

　　位姿误差变化率式 （１０）又可以表示为：

珋犲１

珋犲２

珋犲

熿

燀

燄

燅３

＝ １＋
珦犃（ ）犃 ν狆

－１
熿

燀

燄

燅

０

０

＋ １＋
珟犅（ ）犅 ω狆

犲２

犱－犲１

－

熿

燀

燄

燅１

＋

ν狉ｃｏｓ犲３－犱ω狉ｓｉｎ犲３

ν狉ｓｉｎ犲３＋犱ω狉ｃｏｓ犲３

ω

熿

燀

燄

燅狉

（１４）

　　其中 珦犃＝^犃－犃，珟犅＝^犅－犅。

定义Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

犔１ ＝
１

２
（犲１－犱（１－ｃｏｓ犲３））

２
＋
１

２
（犲２＋犱ｓｉｎ犲３）

２
＋

１－ｃｏｓ犲３＋
１

２γ１犃
珦犃２＋

１

２γ２犅
珟犅２ （１５）

　　其中，γ１ 和γ２ 为正数，对式 （１５）求导得到：

珚犔１ ＝ （犲１－犱（１－ｃｏｓ犲３））（珋犲１－犱ｓｉｎ犲３珋犲３）＋

（犲２＋犱ｓｉｎ犲３）（珋犲２＋犱ｃｏｓ犲３珋犲３）＋ｓｉｎ犲３珋犲３＋
珦犃

γ１犃
犃^＋

珟犅

γ１犅
犅^ ＝

－犽１（犲１－犱（１－ｃｏｓ犲３））
２
－犽２ｓｉｎ犲

２
３－

珦犃

γ１犃
（^犃－γ１ν犮（犲１－犱（１－ｃｏｓ犲３）））－

珟犅

γ２犅
犅^－γ２ω犮ｓｉｎ犲（ ）３

（１６）

　　取未知参数自适应率：

犃^ ＝γ１ν犮（犲１－犱（１－ｃｏｓ犲３））

犅^ ＝γ２ω犮ｓｉｎ犲３＋犳 ＾（）犅 （１７）

　 　 其 中 犳 ＾（）犅 ＝

０ 犅^＞λ

１－
犅^（ ）λ 犳０－（ ）λ

２ 犅^≤烅
烄

烆
λ

，犳０ ＝

γ２ω犮ｓｉｎ犲３ ，０＜λ≤犅。

将式 （１７）代入式 （１６）得：

珚犔１＝－犽１（犲１－犱（１－ｃｏｓ犲３））
２
－犽２ｓｉｎ犲

２
３ ≤０（１８）若犅^＞

λ，显然珚犔１≤０；若犅^≤λ，犳（）犅 ≥０，^犅－犅≤λ－犅≤０，

即珚犔１ ≤０。

２２　动力学模型的神经网路控制器设计

由于在实际情况下，移动机器人不能实现对于速度控制率

完美假设，所以必须设计动力学模型控制器以保证其速度达到

预期速度控制率的要求，在考虑系统外界扰动和本身不确定性

的基础上，设计动力学模型的神经网络控制器。

定义速度误差：

犲犮 ＝ν犮－ν＝
ω狉犮－ω狉

ω犾犮－ω［ ］犾 （１９）

　　其中，ν犮表示理论角速度，ν表示实际角速度。设计动力学

模型控制器的目的是使速度跟踪误差犲犮 趋近于零。

对式 （１９）求导，可以得到：

珋犲犮 ＝珋ν犮－珋ν＝
珔ω狉犮－珔ω狉

珔ω犾犮－珔ω［ ］犾 （２０）

　　令式 （２０）左乘珨犕，并结合式 （７）可以得到：

珨犕珋犲犮 ＝－珚犞犿犲犮＋珋τ犱－珋τ＋犢犮犘 （２１）

　　其中：犢犮犘＝珨犕珔ν犮＋珚犆ν犮。令：

珋τ＝τ犖犖 ＋犽３犲犮－φ （２２）

　　其中：τ犖犖 是神经网络输出力矩，犽３ 是正定对角增益矩阵，

φ用于补偿系统未知扰动量。从机器人控制结构框图可知，神

经网络输出可以表示为：

τ犖犖 ＝犢（ν犮，珋ν犮）^犘 （２３）

　　其中：犢 （ν犮，珋ν犮）代表神经网络输入，^犘是神经网络连接

权值，其权值在线调整见式 （３０）。

将式 （２２）代入式 （２１），同时结合式 （２３）可以得到：

珨犕珋犲犮 ＝－（珚犞犿 ＋犽３）犲犮＋珋τ犱－珋τ＋犢犮珟犘＋φ （２４）

　　其中：珟犘＝犘－^犘，由之前假设 珋τ犱 ≤犫犱 ，选择补偿未知扰

动如下：

φ＝犽犱犲犮狊犻犵狀（犲犮） （２５）

　　其中：犽犱 是正定增益矩阵，并且满足 ｍｉｎ （犱犻犪犵 （犽犱））

＞犫犱。

２３　稳定性分析

采用李雅普诺夫稳定性判据来判断系统稳定性，选取李雅

普诺夫函数如下：

犔＝犔１＋犔２ （２６）

犔２ ＝
１

２
（犲犜犮珨犕犲犮＋珟犘

犜
Γ－

１珟犘） （２７）

　　其中：珟犘＝犘－^犘，珘φ＝φ－^φ，Γ是构造的对称正定常数矩

阵，显然，犔≥０，只有当犲狆 ＝０，珟犃＝０，珟犅＝０，犲犮＝０，珟犘＝０

和珘φ＝０时，犔＝０，对式 （２６）求导得到：

珚犔＝珚犔１＋珚犔２ ＝珚犔１＋
１

２
犲犜犮（珨犕－２珚犞犿）犲犮

＋犲
犜
犮
珋τ犱－犲

犜
犮
珋τ＋犲

犜
犮犢犮犘＋珟犘

犜
Γ－

１珟犘 （２８）

　　由于 （珨犕－２珚犞犿）为斜对称矩阵，犲
犜
犮（珨犕－２珚犞犿）犲犮 ＝０，把

式 （１２）代入式 （２７）并化简得到：

珚犔＝珚犔１＋珚犔２ ＝珚犔１＋犲
犜
犮
珋τ犱－犲

犜
犮犽３犲犮－犲

犜
犮犽犱ｓｇｎ犲犮）＋

珟犘犜Γ－
１（珟犘＋Γ犢犜犲犮）≤珚犔１－ 犲犮

２犽３ｍｉｎ－

犲犮 （犽犱ｍｉｎ－犫犱）＋珟犘
犜
Γ－

１
１ （珟犘＋Γ犢

犜犲犮） （２９）

　　其中：犽３ｍｉｎ ，犽犱ｍｉｎ 分别是犽３ 和犽犱 的最小奇异值。

令珟犘＋Γ１犢
犜犲犮 ＝０得到：珟犘＝－Γ１犢

犜犲犮 ，同时对珟犘＝犘－^犘

两边求导得到：^犘＝－珟犘，进而可以得到：

犘^＝Γ犢
犜犲犮 （３０）

式 （２７）可以化简为：

珚犔≤珚犔１－ 犲犮
２犽３ｍｉｎ－ 犲犮 （犽犱ｍｉｎ－犫犱）≤０ （３１）

　　综上所述，在李雅普诺夫理论的基础上构造的上述控制器

可以实现系统稳定控制。

３　仿真研究

为了验证本文算法的有效性，在 ＭＡＴＬＡＢ环境下，通过

系统跟踪期望直线轨迹，对本文算法做出了仿真研究，选取机

器人参数为：

犿＝１０ｋｇ，犐＝５ｋｇ·ｍ
２，犚＝０．７５，狉＝０．１５，犱＝０．３。

选取控制参数为：犽１＝１０，犽２＝１３，犽３＝２０犐２，Γ＝０．０１
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犐３，犐犽 为犽×犽的单位矩阵λ１＝６，λ２＝０．０１，λ＝５，犽犱 取 ［５

　０；０　５］，珋τ犱 取 ［ｓｉｎ （０．２５狋）　ｃｏｓ（０．２５狋）］犜，单层神经

网络初始值取为犘 （０）＝ ［０ ０ ０］犜，犃和犅 初始值犃 （０）

＝０，犅 （０）＝０，期望轨迹选为直线，初始位姿选为狇 （０）

＝ ［０ ０ ０］，初始跟踪位姿为狇狉 （０）＝ ［１ ０
狆犻
４
］，狏狉＝

１．０ｍ／ｓ，ω狉＝０。

仿真效果图如图３～图８所示：

图３　移动机器人轨迹跟踪

图４　轨迹跟踪位姿误差

图５　运动学模型参数估计

图６　单层神经网络权值

图７　驱动轮角速度

仿真结果表明：系统对未知运动学参数进行了快速识别，

在存在初始位姿误差的基础上，在０．５ｓ时间内，控制器能够

图８　驱动轮角速度跟踪误差

使系统实现对目标轨迹的快速、稳定跟踪控制，轨迹跟踪过程

中，轨迹跟踪发误差和驱动轮角速度跟踪误差都较小，实现了

预期的控制要求，在存在外界扰动和系统本身参数变化的基础

上，体现了控制器本身的鲁棒性和稳定性。

４　结论

针对移动机器人轨迹跟踪控制问题，提出了一种简单有效

的控制算法，集中解决了系统未知参数和外界扰动对控制效果

影响较大的问题，通过Ｌｙａｐｕｎｏｖ理论分析其稳定性，并对直

线轨迹进行了实时跟踪。仿真结果表明：该控制方法具有良好

的控制效果，后续还将进一步研究，考虑更多地外界因素，如

轨迹跟踪目标的变化以及地形因素等，同时考虑在工程实践中

进一步进行验证，以增加该控制器的实用性。
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ｈｏｌｏｎｏｍｉｃｍｏｂｉｌｅｒｏｂｏｔ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＭｏｂｉｌｅ

Ｒｏｂｏｔｓ，２０１１，２４ （３）：１ ７．

［９］ＹｕｅＭ，ＴａｎｇＦＹ，ＬｉｕＢＹ，ｅｔａｌ．Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｔｒａｃｋｉｎｇｃｏｎｔｒｏｌｏｆａ

ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｍｏｂｉｌｅｒｏｂｏｔ：ｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｉｎｔｏｄｙｎａｍｉｃｓ

ｗｉｔｈｕｎｃｅｒｔａｉｎｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｓ ［Ｊ］．Ａｐｐｌｉｅｄ ＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，

２０１２，２６：９５２ ９６６．

［１０］赵润州，徐卸古，张西正．考虑参数不确定性和外界干扰的移动机

器人轨迹跟踪控制 ［Ｊ］．制造业自动化，２０１５，３７ （２）：４１ ４６．


