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基于蒙特卡洛法的关节臂坐标测量机工作空间分析

王学影，王　华，陆　艺，郭　斌
（中国计量学院 计量测试工程学院，杭州　３１００１８）

摘要：传统的求解关节臂式坐标测量机工作空间的方法需要借助繁琐的数学公式、计算量大，针对这一问题选用蒙特卡洛法对工作

空间进行分析；首先运用Ｄ－Ｈ方法建立关节臂式坐标测量机的数学模型得出运动学方程；然后采用蒙特卡洛法分析该测量机的工作空

间，得出工作空间点云图；最后，采用局部象限分布的方法对关节臂式坐标测量机工作空间点云图的边界点进行提取；仿真实验结果表

明用蒙特卡洛法对工作空间分析更简单易于实现，采用基于局部象限分布法提取到的边界点轮廓也更准确避免了虚假边界点的提取。

关键词：关节臂式坐标测量机；运动学模型；工作空间；蒙特卡洛法；边界提取
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０　引言

关节臂式坐标测量机是一种新型的非笛卡尔式坐标测量系

统［１］。该系统将一系列杆件通过具有旋转功能的关节连接起来，

以角度测量取代了长度测量，具有机械结构简单，测量范围大，

体积小，可便携等优点。因此在现代工业生产中对关节臂式坐

标测量机的应用越来越广泛。测量机的关节数目、关节配置情

况和结构尺寸等因素都会影响测量机的运动范围［２］。为了使坐

标测量机能满足人们的需求所以必须对其工作空间进行研究。

目前，国内外对关节臂式坐标测量机工作空间的研究还比较少，

基本停留在对工作空间点云图的绘制上。对工作空间点云图的

绘制方法分为定步距打点法和基于蒙特卡洛法的工作空间绘制

两种方法。前一种方法计算量大，公式复杂，而蒙特卡洛法很

好的弥补了前一种方法的缺点，所以这里采用蒙特卡洛法来分

析工作空间。工业机器人在这方向的研究比较深入，绘制出点

云图后还进行了边界点的提取，主要的方法有栅格搜索法、极

值搜索法、文本搜索法和逆解搜索法等［３］。栅格法的原理是将

工作空间划分为多个正方形的网格，按照规定的判别条件来确

定边界单元，再用单元内点集坐标的平均值表示边界点的坐标

值［４］。极值法是将工作空间按列划分，在固定的一段宽度范围

内找工作区域边界的极大极小值［５］，这两个极大极小值点即为

工作空间的边界点。这几种边界提取的方法理论知识较为完整，

但提取到的点也只能是近似的边界点。因此本文先通过对坐标

测量机运动学模型的分析得出运动学方程，再对关节臂式坐标

测量机的工作空间进行分析，最后利用基于局部象限分布的方

法对工作空间边界点进行提取，获得边界点的轮廓。

１　关节臂式坐标测量机运动学模型的构建

运动学模型的构建是关节臂式坐标测量机工作空间分析的

基础。工作空间需要用数学方程来确定，要得到这个方程就要

在理解关节臂式坐标测量机测量原理的基础上，建立合理的数

学模型。

１１　关节臂式测量机测量原理

关节臂式坐标测量机是根据仿生学原理，模拟人的四肢和

躯干运动而构成的。它由多个关节构成，测头端安装有测量探

头，可由人牵引在物体表面滑动扫描［６］。机械臂的关节上装有

角度传感器，可以实时测量关节的转动角度，根据臂长和各关

节的转动角度计算出测量点的三维坐标。

１２　关节臂式测量机系统的数学模型

关节臂式坐标测量机的运动学模型采用的建模方法是基于

准球坐标系改进以后的Ｄ－Ｈ建模方法
［７］。这种建模方法可以

简化运动模型中包含的参数，其坐标示意图如图１。

图１中的参数分别是关节转角θ１～θ６，测头端中心点在

犡犢犣轴上的偏置分别为犪１～犪７、犫１～犫７、犱１～犱７ 以及每个关

节的旋转中心犗１～犗６。
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图１　测量机坐标系示意图

关节臂式坐标测量机是一种类似于工业机器人的多关节串

联的开式运动链。运动学分析主要是研究柔性关节臂式坐标测

量机各关节变量与其末端测头端的位置坐标之间的关系，是研

究工作空间的基础。它们之间的关系可以由一个坐标变换矩阵

表示［８］，坐标系 ｛犻｝到坐标系 ｛犻＋１｝的变换关系如式 （１）：

犃犻，犻＋１ ＝Ｒｏｔ（犣犻，θ犻）Ｔｒａｎｓ（犣犻，犱犻＋１）Ｔｒａｎｓ（犢犻，犫犻＋１）

Ｔｒａｎｓ（犡犻，α犻＋１）Ｒｏｔ（犡犻，α犻＋１）＝

ｃｏｓθ犻 －ｓｉｎθ犻ｃｏｓα犻＋１ ｓｉｎθ犻ｓｉｎα犻＋１ α犻＋１ｃｏｓθ犻－犫犻＋１ｓｉｎθ犻

ｓｉｎθ犻 ｃｏｓθ犻ｃｏｓα犻＋１ ｃｏｓθ犻ｓｉｎα犻＋１ α犻＋１ｓｉｎθ犻＋犫犻＋１ｃｏｓθ犻

０ ｓｉｎα犻＋１ ｃｏｓα犻＋１ 犱犻＋１

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １

（１）

　　由坐标变换矩阵可以得出关节臂式坐标测量机理想运动学

方程模型如式 （２）。

［狓，狔，狕，１］＝犃１２犃２３犃３４犃４５犃５６［狓６７，狔６７，狕６７，１］ （２）

　　其中：（狓６７，狔６７，狕６７）是侧头点犘在 ｛犗６犡６犢６犣６｝坐标

系下的坐标值表达式，该表达式如下式 （３）。

狓６７

狔６７

狕

熿

燀

燄

燅６７

＝

α７ｃｏｓθ６－犫７ｓｉｎθ６

α７ｓｉｎθ６＋犫７ｓｉｎθ６

犱

熿

燀

燄

燅７

（３）

　　将公式 （１）和 （３）代入公式 （２）得到最终测头点的位

置坐标与关节转角之间关系的表达式如下式 （４）。

狓（θ１，θ２，θ３，θ４，θ５，θ６）＝ （ｃｏｓθ１ｃｏｓθ４ｃｏｓ（θ２＋θ３）－

ｓｉｎθ１ｓｉｎθ４）（犪７ｃｏｓθ５－犾７ｓｉｎθ５）＋ｃｏｓθ１（犪２－犾３ｓｉｎθ２）－ｃｏｓθ１

ｓｉｎ（θ２＋θ３）（犪７ｓｉｎθ５＋犾７ｃｏｓθ５）－ｃｏｓθ１ｓｉｎθ２（犪４ｓｉｎθ３＋

犾４ｃｏｓθ３）＋犪５ｃｏｓθ１ｃｏｓθ４

ｃｏｓ（θ２＋θ３）－犪５ｓｉｎθ１ｓｉｎθ４－ｃｏｓθ１ｃｏｓθ２（犪４ｃｏｓθ３＋犾４ｓｉｎθ３）

狔（θ１，θ２，θ３，θ４，θ５，θ６）＝ （ｓｉｎθ１ｃｏｓθ４ｃｏｓ（θ２＋θ３）＋

ｃｏｓθ１ｓｉｎθ４）（犪７ｃｏｓθ５－犾７ｓｉｎθ５）＋ｓｉｎθ１（犪２－犾３ｓｉｎθ２）－ｓｉｎθ１

ｓｉｎ（θ２＋θ３）（犪７ｓｉｎθ５＋犾７ｃｏｓθ５）－ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２（犪４ｓｉｎθ３＋

犾４ｃｏｓθ３）＋犪５ｓｉｎθ１ｃｏｓθ４

ｃｏｓ（θ２＋θ３）＋犪５ｃｏｓθ１ｓｉｎθ４＋ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２（犪４ｃｏｓθ３－犾４ｓｉｎθ３）

狕（θ１，θ２，θ３，θ４，θ５，θ６）＝ｓｉｎ（θ２＋θ３）［ｃｏｓθ４（犪６ｃｏｓθ５－犾５ｓｉｎθ５）＋

（犪５ｃｏｓθ４－犫６ｓｉｎθ４）］－ｃｏｓ（θ２＋θ３）（犪６ｓｉｎθ５－

犾５ｃｏｓθ５－犾４）＋犾３ｃｏｓθ２ （４）

式中，犾１～犾６ 中犾＝ （犾狓，犾狔，犾狕）
犜 表示第犻个坐标系的犡 轴的

方向相对于第犻－１个坐标系的３个坐标轴的方向余弦。

２　测量空间分析

通过上面的分析，建立了合理的运动学模型得出了运动学

方程，具备了进行测量空间分析的基本条件。但是由于关节转

角在某个范围内是连续变化的，而运用蒙特卡洛法分析工作空

间则是一种数字分析方法。我们需要定义工作空间的描述方

法，将关节角度变量的取值与工作空间建立一种映射关系。然

后再结合运动学方程完成对工作空间的分析。本文以海克斯康

公司生产的Ｉｎｆｉｎｉｔｅ２．０的测量机作为实验分析的对象。

２１　工作空间描述

关节臂式坐标测量机的测量空间可定义为：测量机在正常

工作时，测头端的中心点在整个空间所能测量的最大范围。在

数学语言中，测量空间可以用测头中心点在不同关节相互组合

运动的作用下所能达到的位置点的集合来表示［９］，即在三维空

间犚３ 中，该集合可视为关节变量与测量空间犠犉 位置的映射，

表示为下式 （５）：

犠犉 ＝ ｛犜（θ犻）狘θ犻∈Ω｝∈犚
３ （５）

　　其中：θ犻为关节变量，犻为关节数量；Ω为关节变量空间；

犜为关节变量与测量空间位置的映射关系。

２２　工作空间分析

关节臂式坐标测量机工作空间的形状比较抽象无法直观想

象，因此需要借助于数学工具来对它进行描述和分析。

关节臂式坐标测量机的各关节角度变量取值如表１所示。

其中臂长的名义值分别为犫３＝２８５ｍｍ，犫５＝２８５ｍｍ，犫７＝

２２０ｍｍ。

表１　关节角度变量的取值

关节角度变量 关节角度标量取值范围

θ１ ［－１８０°，１８０°］

θ２ ［－９０°，９０°］

θ３ ［－１８０°，１８０°］

θ４ ［－９０°，９０°］

θ５ ［－１８０°，１８０°］

θ６ ［－９０°，９０°］

用蒙特卡洛方法模拟关节臂式坐标测量机的工作空间，主

要是利用运动学方程［１０］。实质是利用蒙特卡洛技术对关节变

量进行符合均匀分布的随机抽样，并将各关节变量的随机抽取

的值代入运动学方程式 （２）计算出关节臂测头中心点的坐标

值，这些坐标值构成的集合即为关节臂的工作空间。

关节臂式坐标测量机的工作空间本来是一个连续分布的空

间，而蒙特卡罗法是需要处理离散数据点，前面我们已经完成

了符合这一算法的概率模型的构建［１１］。然后要在各关节角度

变化范围内利用均匀伪随机数 ＲＡＮＤ，逐个产生各关节变

量，即：

θ犻 ＝θ犻ｍｉｎ＋（θ犻ｍａｘ－θ犻ｍｉｎ）×ＲＡＮＤ

式中，θ犻为第犻个关节变量的随机值，θ犻ｍｉｎ为第犻个关节变量

取值下限，θ犻ｍａｘ为第犻个关节变量取值上限，各关节上下限的

取值见表１。将上述过程产生的随机变量值带入运动学方程求
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出测头端中心点在基坐标系中各相应位置的坐标值，然后在软

件中得出节臂式坐标测量机工作空间点云图如图２。

图２　工作空间点云图

从图２中的 （ａ）图所示的测量机工作空间的三维图形可

以看出，关节臂式坐标测量机的理想工作空间是一个完整的球

体，可以测量自身参数允许范围内所有区域。图２中的 （ｂ）

和 （ｃ）分别是图 （ａ）在狓狅狔和狓狅狕平面上的投影图，从中可

以看出在靠近坐标测量机的底座部分存在着测量机的不可触区

域。最外层部位由于测量机的臂长和转角的约束，点分布相对

稀疏，其它位置的点分布均匀，变化平缓，没有空心出现，这

可以表明关节臂式坐标测量机结构的合理性。但是利用蒙特卡

洛方法模拟获得的是测量机工作空间中一系列随机点的云图，

为了更准确地分析工作空间的特性得到准确 的边界点坐标信

息，我们还需要对点云图的边界点做进一步的分析［１２］。

３　边界点提取方法

由于工作空间的点云图无法准确地表达出边界点的信息，

因此对点云图边界提取的研究工作也很重要。本文采用的基于

局部点象限分布的边界点提取方法的具体实现过程如下［１３］。

该方法是以要判断点为原点，建立局部坐标系，通过分析

边界点、内部点和邻域点的分布特点，发现如果该点为边界

点，则４个象限至少有１个象限的点分布为空集。具体判别步

骤如下：

１）搜索目标点犻（狓犻，狔犻）的邻域点集合如式 （６）：

｛犼（狓犼，狔犻）狘狘犻（狓犻，狔犼）－犼（狓犼，狔犼）狘＜狉｝ （６）

　　其中：狉为搜索半径；

２）以目标点犻（狓犻，狔犻）为圆心建立局部坐标系，将邻域点

坐标 ｛犼（狓犼，狔犼）｝转化到以目标点为圆心的局部坐标系中，

并用 ｛犼′（狓′犼，狔′犼）｝表示；

根据 （犼′ （狓′犼，狔′犼））坐标符号判断邻域点在局部坐标系

中的象限分布，如果存在一个及以上象限点分布为空，则目标

点为边界点，否则目标点为内点。

按照上述步骤逐点判断，即可找出所有的边界点。但是该

方法需要搜索整个工作空间，计算量非常大，需要的时间较

长。结合以往机器人工作空间分析中采用的按列划分的方法，

将前面第一步中需要搜索的目标点的范围进行进一步的限定，

具体做法流程图如图３。

图３　边界点搜索流程图

４　试验结果与分析

采用本文的基于局部点象限分布法提取边界点的方法对实

验室的海克斯康公司生产的Ｉｎｆｉｎｉｔｅ２．０的关节臂式坐标测量机

工作空间进行仿真试验。按照这种方法提取到的关节臂式坐标

测量机工作空间边界点轮廓如图４。其中图４中的 （ａ）是关

节臂式坐标测量机在狓狅狔平面内工作空间边界点的轮廓图，图

（ｂ）是关节臂式坐标测量机在狓狅狕平面内工作空间边界点轮

廓。用这种方法进行边界点提取时就不需要每次都对整个空间

的工作点进行分析了，只需对不同的３个或者两个子区间的点

进行分析即可得到较准确地边界点。从图中可以看到提取的边

界点轮廓无虚假边界点，准确反映了工作空间边界信息。

图４　关节臂坐标测量机工作空间边界轮廓
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将图２工作空间点云图中 （ｂ）图测量空间在犡犗犢平面上

的截面图的局部进行放大分析得到如图５所示的结果。其中犪、

犮和犲三点为边界点，犳、犫、犱和犵是伪边界点。在该图中利用

基于局部象限点分布法提取到的边界点是以图５中的犪、犮和犲

三点为代表的处于最外层的三点连线上的这一系列点，在包络

线外没有漏掉的边界点，也没有提取到处于内部的伪边界点。

图５　测量空间ＸＯＹ面上的局部放大图

相对于用极值法和栅格法提取边界点，本文的基于局部点

象限分布法的提取精度更高，并且提取到的边界点更贴合与工

作空间的实际边界，这种方法可以很好的避免虚假边界点的

出现。

５　结束语

通过建立关节臂式坐标测量机的数学模型进而推导出了运

动学方程，在此基础上用本文提到的方法对海克斯康公司生产

的Ｉｎｆｉｎｉｔｅ２．０关节臂式坐标测量机工作空间做了仿真分析绘

制出了工作空间点云图并对其工作空间点云图进行边界点的提

取。实验结果表明：用蒙特卡洛法分析绘制测量机的工作空间

更简单，生成的工作空间点云图各点更贴近实际，可以由点云

图中直观的看到关节臂的实际工作范围，便于人们合理的摆放

测量机的位置。用基于局部点象限分布法能提取到测量机工作

空间精确的边界点，对后续人们研究坐标测量机的最佳测量空

间具有重要的意义。
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测试系统Ｂ类不确定度主要来源于电容测微仪和ＰＸＩ数

据采集长，通过查阅相关数据手册，电容测微以Ｂ类不确定

度为狌狉狊＝０．０４２％，ＰＸＩ数据采集卡的 Ｂ类不确定度为狌狉狊

＝０．０２％。

则由电容测微仪和数据采集卡系统组合的测量不确定度计

算为：

狌狉 ＝ 狌２狉狊＋狌
２

槡 狉犱 ＝０．０４７％ （３）

　　 设狓表示动态半径测试系统的一个测量值，则其Ｂ类测

量不确定度狌犚 （狓）可表示为：

狌犚（狓）＝狌狉×狓 （４）

　　 由于采用外基准方式安装电容测微仪，因此，在０．１ｇ转

速下，距离最大，经测试为１８０．９６９μｍ。则最大Ｂ类不确定

度为：

狌犚ｍａｘ ＝０．０４７％×１８０．９６９＝０．０８５μｍ （５）

５　结论

为了进一步提高动态半径的测量精度，提出一种基于外基

准的定点定位测量方法，该方法首先对离心机动态半径数据进

行等角度采用，然后精确提取精密离心机定位平台所在的转盘

外边缘的局部数据，再将局部数据进行点对点的比较，计算出

动态半径，消除了转盘外沿形状误差对测量精度的影响，且能

够更为真实的反应加速度及安装处动态半径的变化。在我所研

制的１０－６级高精度精密离心机开展动态半径测量工作，对测

量结果的不确定度评定表明，测量方法测量精度达到了

０．０８５μｍ。
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