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基于犔犛犘犛犗的北斗伪距单点定位算法

席志红，常佳博
（哈尔滨工程大学 信息与通信工程学院，哈尔滨　１５０００１）

摘要：北斗伪距单点定位具有易于实现、不存在整周模糊度、速度快等特点，具有很大的研究和应用价值；传统最小二乘法由于引

入了线性误差、对初始值依赖性强而导致定位精度低；为了提高北斗伪距单点定位的精度，通过分析最小二乘法和粒子群算法的优缺点，

提出了一种ＬＳＰＳＯ组合算法；首先利用最小二乘法定位计算接收机的大约位置，作为粒子群算法解的基准值并建立解的搜索空间，然

后利用粒子群算法得到全局最优值，解算出精度更高的结果；经过实验验证，ＬＳＰＳＯ组合算法可以稳定的解算出犿级精度的定位结果，

并且三维方向偏差都在大约５ｍ以内；最后通过与遗传算法的收敛情况和最小二乘法的定位精度进行对比，证明ＬＳＰＳＯ组合算法可以

快速的收敛到最优解并且有效的提高了北斗伪距单点定位精度。

关键词：北斗；伪距单点定位；最小二乘－粒子群；精度
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０　引言

近年来，北斗卫星导航系统的发展越来越迅速，提高北斗

的定位精度一直是研究的热点。伪距单点定位不涉及到模糊度

的求解，而且只要观测卫星数目足够可以快速地定位出大约的

位置，在北斗完成组网后，北斗伪距观测质量优于 ＧＰＳ，特

别是北斗ＧＥＯ卫星伪距观测量受多路径、硬件延迟及随机噪

声的影响比北斗其他卫星及 ＧＰＳ卫星都要小很多
［１］。但是其

之前受限于观测卫星较少而稍微劣势于 ＧＰＳ。因此如何提高

北斗系统伪距单点定位精度，也是时下研究的热点方向。鉴于

传统的最小二乘法虽然可以快速解算出位置，但是结果不可

靠，偏差较大，而且在解算过程中进行了线性化处理，引入了

线性误差。所以基于伪距观测的非线性方程，对其进行直接解

算寻找最优值，也是提高伪距单点定位的方法之一。文献 ［２］

提出了一种基于遗传算法的 ＧＰＳ单历元解算方法，该方法虽

然有效的提高了定位精度，但是遗传算法的收敛速度太慢，很

耗解算时间；文献 ［３］同样采用了遗传算法进行了ＧＰＳ的动

态单点定位，但是同样存在收敛速度慢的问题。文献 ［４］提

出了一种快速的最小二乘算法，利用差值法和牛顿法相结合进

行解算，加速了解算的速度和可靠性，但是由于其还是进行了

线性化处理，所以同样不可避免地引入了线性误差。

１　北斗系统简介

北斗导航系统是中国自行研制的全球卫星导航系统。北斗

导航系统目前在轨正常工作的卫星有５颗ＧＥＯ卫星、５颗ＩＧ

ＳＯ卫星和４颗 ＭＥＯ卫星。北斗导航系统在２０１２年已具备覆

盖亚太地区的定位、导航和授时以及短报文通信服务能力。预

计在２０２０年左右，建成覆盖全球的北斗卫星导航系统。

北斗系统的时间基准为北斗时 （ＢＤＴ），起始历元为协调

世界时 （ＵＴＣ）２００６年１月１日００时００分００秒，单位为国

际单位制 （ＳＩ）秒
［５］。ＧＰＳＴ可以在２００纳秒的偏差内粗略的

通过公式 （１）来转换为ＢＤＴ：

狋犅犇犜 ＝狋犌犘犛犜 －１４ （１）

北斗系统采用的坐标系统为 ２０００ 中国 大 地 坐 标 系

（ＣＧＣＳ２０００）。

２　北斗伪距单点定位数学模型

北斗系统ｔ时刻的码伪距观测模型
［６］为：

犚狊狉（狋）＝ρ
狊
狉（狋）＋犮Δδ

狊
狉（狋）＋δ犻狅狀 ＋δ狋狉狅狆 ＋δ狋犻犱犲＋δ狉犲犾＋ε （２）

式中，犚狊狉（狋）为卫星狊与接收机狉之间的伪距观测值，ρ
狊
狉（狋）为观测

站和卫星之间未修正的几何距离，犮表示光速，犮Δδ狊狉（狋）为钟差之

差，δ犻狅狀、δ狋狉狅狆、δ狋犻犱犲、δ狉犲犾分别表示电离层、对流层、地球固体潮和相

对论效应。ε表示剩余残差。式中忽略了多径效应。

令犘狊狉（狋）为狋时刻电离层误差、对流层误差、卫星钟差、

固体潮、相对论效应通过星历数据以及误差模型剔除后的几何

距离计算值。接收机待定坐标可通过几何距离犘狊狉（狋）计算：

犘狊狉（狋）＝ （犡狊（狋）－犡狉）
２
＋（犢狊（狋）－犢狉）

２
＋（犣狊（狋）－犣狉）槡

２
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＋δ犻狅狀 ＋δ狋狉狅狆 ＋δ狋犻犱犲＋δ狉犲犾－犮δ
狊（狋） （３）

式中，犡狊（狋）、犢狊（狋）、犣狊（狋）为狋时刻卫星在地心坐标系下位置矢

量的三分量，犡狉、犢狉、犣狉 为接收机在地心地固坐标系 （ＥＣＥＦ）

下位置矢量的３个分量。卫星的钟差参数已知，可以通过卫星

广播导航电文得到。钟差参数包括狋狅犮，犪０，犪１ 和犪２。狋狅犮 为本时段

钟差参数参考时间，单位为秒，其它３个参数为二进制补码，

则ｔ时刻的卫星钟差可由式４得到 ：

δ
狊（狋）＝犪０＋犪１（狋－狋狅犮）＋犪２（狋－狋狅犮）

２
＋δ狉犲犾 （４）

其中：δ狉犲犾 为相对论校正项，单位为ｓ，其值为：

δ狉犲犾 ＝犉·犲·槡犃·ｓｉｎ犈犽 （５）

其中：犲为卫星轨道偏心率，槡犃 为卫星轨道长半轴开方，

犈犽 为卫星轨道偏近点角，这三项可由本卫星星历参数直接或

计算得到；犉＝－２μ
１／２／犆２；μ为地球引力常数，犆为光速。

信号发射时刻的北斗时可由

狋＝狋狊狏－δ
狊（狋） （６）

得到，狋为信号发射时刻的北斗时，单位为秒，狋狊狏为信号发射时

刻的卫星测距码相位时间，单位为秒，式中，狋可忽略精度，

用狋狊狏 替代。对于北斗系统，需要通过星上设备时延差犜犌犇１、

犜犌犇２ 进行修正，对于Ｂ１Ｉ信号，通过犜犌犇１ 修正，对于Ｂ２Ｉ信

号，通过犜犌犇２ 修正
［７］。

（δ狊（狋））犅１犐 ＝δ
狊（狋）－犜犌犇１ （７）

（δ狊（狋））犅２犐 ＝δ
狊（狋）－犜犌犇２ （８）

则钟差之差：

Δδ
狊
狉（狋）＝δ狉（狋）－δ

狊（狋） （９）

式中卫星钟差δ
狊（狋）已知，接收机钟差δ狉（狋）未知。将式

（９）代入式 （２）中并整理得：

犚狊狉（狋）＝犘
狊
狉（狋）＋犮δ狉（狋）＋ε （１０）

令犾＝犚
狊
狉（狋），犳（犡）＝犘

狊
狉（狋）＋犮δ狉（狋），其中Ｘ为４维未知

向量，由犡狉、犢狉、犣狉、δ狉（狋）构成，则将所有观测值组合成观测

向量，可得北斗伪距的非线性观测方程为：

犔＝犉（犡）＋犞，犘 （１１）

其中：犔为观测向量；犡为未知数向量，犉（犡）是犡 对应

的非线性函数，犞为残差向量，犘为观测向量的权矩阵。因此

根据公式 （１１）可以对未知数向量犡进行最小二乘估计。

则解观测方程由最小二乘准则可的目标函数为：

犎（狓）＝ｍｉｎ犞犜犘犞 （１２）

观测方程解算未知数的有解的充分非必要条件是，观测值

的格式大于或者等于未知数的个数。观测值的个数可以表示为

狀狊·狀狋，其中狀狊 为卫星的个数，狀狋为观测的历元数。方程的未

知量为观测站的三维坐标和每个历元的钟差，因此，观测方程

有解的基本条件［８］可以表示为：

狀狊·狀狋≥３＋狀狋 （１３）

由式 （１３）可知方程有解需要的最少观测卫星数为２时，

最少观测历元数为３；当观测的卫星数为时，可以得到最少观

测历元数为１。所以可知，只要有４颗以上的观测卫星，就可

以求出任意历元的４个未知量。

３　基于犔犛犘犛犗的北斗伪距单点定位的求解与实现

３１　犔犛算法定位解算

最小二乘算法 （ＬＳ）作为卫星导航常用的定位算法，已

经广泛的用于伪距单点定位的基本运算当中，根据式 （１１），

将非线性函数 犉（犡）在待求点 （犡０，犢０，犣０）展开为泰勒级

数［９］，并且忽略二阶及以上高阶项，得：

犉（犡）＝犉（犡狉，犢狉，犣狉）＝犉（犡０，犢０，犣０）＋
狓０－狓

狊（狋）

狆
狊
０（狋）

ｄ犡狉＋

狔０－狔
狊（狋）

狆
狊
０（狋）

犱犢狉＋
狕０－狕

狊（狋）

狆
狊
０（狋）

犱犣狉 （１４）

即：

犘狊狉（狋）＝犘
狊
０（狋）＋

狓０－狓
狊（狋）

狆
狊
０（狋）

ｄ犡狉＋
狔０－狔

狊（狋）

狆
狊
０（狋）

ｄ犢狉＋

狕０－狕
狊（狋）

狆
狊
０（狋）

ｄ犣狉 （１５）

将式 （１６）代入式 （１０），可得：

犚狊狉（狋）－犘
狊
０（狋）＝

狓０－狓
狊（狋）

狆
狊
０（狋）

ｄ犡狉＋
狔０－狔

狊（狋）

狆
狊
０（狋）

ｄ犢狉＋

狕０－狕
狊（狋）

狆
狊
０（狋）

ｄ犣狉＋狏狊 （１６）

其中：狏狊 为卫星狊的残差向量。

令

犾狊 ＝ 犚狊狉（狋） － 犘狊０（狋），犪狊１ ＝
狓０－狓

狊（狋）

狆
狊
０（狋）

ｄ犡狉，犪狊２ ＝

狔０－狔
狊（狋）

狆
狊
０（狋）

ｄ犢狉，犪狊３ ＝
狕０－狕

狊（狋）

狆
狊
０（狋）

ｄ犣狉 ，

则公式 （１６）可以表示为：

犾狊 ＝ 犪狊１ 犪狊２ 犪狊３［ ］１

ｄ犡狉

ｄ犢狉

ｄ犣狉

犮δ狉（狋

熿

燀

燄

燅）

＋狏狊 （１７）

将所有卫星的系数放在一起构成系数矩阵犃，则可以得到

北斗伪距单点定位的线性系统方程：

犔＝犃·犱犡＋犞，犘 （１８）

其中：犔为观测向量，犱犡为未知数向量，犞 为残差向量，

犘为观测向量的权矩阵。因此根据公式 （１９）可以对未知数向

量犱犡进行最小二乘估计。

根据加权最小二乘法的原理，式 （１９）的最小二乘解为：

犱犡 ＝ （犃犜犘犃）－１犃犜犘犔 （１９）

求出犱犡然后更新 （犡０，犢０，犣０），使：

（犡０，犢０，犣０）＝ （犡０＋犱犡狉，犢０＋犱犢狉，犣０＋犱犣狉） （２０）

利用牛顿迭代法，不断迭代更新 （犡０，犢０，犣０）的值，直到

达到预设精度阈值，即可得到接收机的位置。

３２　犘犛犗算法的基本原理

粒子群算法 （ｐａｒｔｉｃｌｅｓｗａｒｍｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ算法）是

一种基于群智能的优化算法，是对鸟儿觅食的社会行为的模

拟。它从一组随机解出发，通过迭代寻找最优解。由于原始

ＰＳＯ算法有容易陷入局部最优解，收敛精度差等缺点，因此

研究者们对ＰＳＯ算法进行了多种改进措施，Ｓｈｉ等人提出了惯

性权重线性下降ＰＳＯ算法 （ＬＤＷＰＳＯ），该算法可以提高算

法的收敛性能，平衡收敛的全局性和收敛速度，在多峰函数中

效果明显；Ｃｌｅｒｋ提出了带收缩因子的ＰＳＯ算法 （ＣＦＭ），该

算法在保证收敛性的同时使速度的限制放松，毕晓君教授在

《信息智能处理技术》一书中，提出了基于种群分类与动态学

习因子的粒子群改进算法，改算法采用动态调整学习因子的方

法平衡进化不同阶段粒子的全局和局部搜索能力，提高了算法

的性能［１０］。

基于北斗伪距定位的数学模型是单峰多维的函数，本文采
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用引入收缩因子的ＰＳＯ算法 （ＣＦＭＰＳＯ）进行北斗伪距单点

定位，设置收缩因子犽：

犽＝
２

狘２－φ－ φ
２
－４槡 φ狘

，φ＝犆１＋犆２，φ＞４ （２１）

假设代优化问题的解释犖 维的，由犕 个粒子组成一个群

体，任何一个可能的解 （一个粒子）都可以看成是一个 犖 维

向量犡犻 ＝ ｛狓犻１，狓犻２，···，狓犻犖｝，犻＝１，２，３，···，犕 。同时粒子犻

还具有一个与犡犻（狋）同维数的，随着迭代次数狋增加而不断变

化的速度向量犞犻（狋）。将犡犻带入目标函数就可以求出第犻个粒

子的适应值，根据适应值的大小衡量值的优劣。

ＰＳＯ算法的基本流程为
［１１］：

１）初始化种群规模 犕，设定初始值 犡犻（０），初始速度

犞犻（０）（犻＝１，２，３，···，犕），初始第犻个粒子的最好位置犘犻（０）

和整个群体记忆的最好位置犌犻（０）；

２）设迭代次数为狋，令狋＝１开始迭代；

３）利用式 （２２）和式 （２３），计算每个粒子的 犡犻（狋），

犞犻（狋）。

犞犻（狋）＝

犽［犞犻（狋－１）＋犆２狉犪狀犱（）（犘犻（狋－１）－犡犻（狋－１））狘犞犻（狋）狘＜

犞ｍａｘ＋犆２狉犪狀犱（）（犌（狋－１）－犡犻（狋－１））］

－犞ｍａｘ　－犞犻（狋）＜犞ｍａｘ

犞ｍａｘ　犞犻（狋）＜犞

烅

烄

烆 ｍａｘ

（２２）

犡犻（狋）＝犡犻（狋－１）＋犞犻（狋） （２３）

其中：狉犪狀犱 （）是 ［０，１］之间的随机数，犆１ 和犆２ 是学

习因子。

４）计算每个粒子的适应值，将每个粒子的适应值和其经

历过的最好位置犘犻（狋－１）作比较，若较好，则作为当前的最

优值。

犘犻（狋）＝ａｒｇｍｉｎ｛犳（犘犻（狋）），犳（犡犻（狋））｝ （２４）

５）将每个粒子经历的最好位置犘犻（狋）的适应值进行比较，

得到全局最优值犌（狋）。

犌（狋）＝ａｒｇｍｉｎ｛犳（犘１（狋）），···，犳（犘犻（狋）），···，犳（犘犕（狋））｝

（２５）

６）判断是否满足终止条件 （一般为迭代的最大次数），若

满足，则犌（狋）为最优解。

３３　基于犔犛犘犛犗组合算法的解算算法描述

ＬＳ算法的特点和不足是：

１）进行定位解算虽然速度很快，但是精度上往往很低；

２）受初始值影响较大，而且在观测值质量不是很好或者

卫星数不是很多的情况下，精度更会大大地降低；

３）线性化的过程存有线性误差，影响定位精度。

ＰＳＯ算法的特点和不足是：

１）不受初值的影响，收敛快，稳定高，收敛精度高的

特点；

２）容易陷入局部最优，但是采用 ＣＦＭ 以后可以有效

改善；

３）在定位的开始，无法确定接收机的大体位置，所以要

搜索的解空间是巨大的。

因此为了提高北斗伪距单点定位的精度，并且减小ＰＳＯ

的搜索范围，本文将两者结合，首先用ＬＳ算法定位得到接收

机的大约位置作为ＰＳＯ算法解的基准值，建立解的搜索空间，

再利用ＰＳＯ算法得到全局最优值，解算出精度更高的结果。

由式 （３）和式 （１２）可以得：

犎（狓）＝

ｍｉｎ狆
狊（ （犡狊（狋）－犡狉）

２
＋（犢狊（狋）－犢狉）

２
＋（犣狊（狋）－犣狉）槡

２

＋犮δ狉（狋）－犾）
２ （２６）

其中：狆
狊 为观测值权矩阵主对角线相应值，取：狆

狊
＝１／ ｖａｒ槡 狊

其中狏犪狉狊 为伪距的测量协方差。

犎（狓）作为ＰＳＯ算法的适应度函数，向量犡 ＝ （犡狉，犢狉，

犣狉，δ狉（狋））组成该方程的解空间。初始化种群 犕，学习因子

犆１、犆２ ，最大迭代次数狋ｍａｘ ，最大速度犞ｍａｘ 。采用ＬＳ算法得

到的定位结果犡狋犲犿狆 ＝ （犡狋，犢狋，犣狋．δ狋（狋））作为的基准值，随机

产生犡犻（０）、犞犻（０），初始化犘犻（０），犌（０）。对每次迭代，每

个粒子，根据４．１所述流程计算，最终输出全局最优值犌（狋）。

算法流程如图１所示。

４　实验结果及分析

实验程序是基于开源代码ＲＴＫＬＩＢ函数库进行开发，开发

环境为Ｃ＃，数据取哈工程某实验楼观测点２０１５年１月６日的

３０个连续历元的观测数据进行单历元解算。为了验证算法的可

靠性，以下数据均在观测卫星数稳定为４的情况下进行定位。

４１　犘犛犗算法收敛性能分析

为了验证ＰＳＯ算法的收敛性能，取

犕 ＝５０，φ＝４，犆１ ＝犆２ ＝２．０５，狋ｍａｘ ＝１００

犡ｍａｘ ＝犡狋犲犿狆 ＋３０，犞ｍａｘ ＝１．５犡ｍａｘ

其中：犡ｍａｘ 为解空间范围最大值，则由式 （１４）可求得犽

＝０．７２９，选取其中一个历元进行定位解算，观察适应度函数

值的收敛情况，如图２所示。

图１　ＬＳＰＳＯ算法流程图

由图２可见，迭代次数在１０左右时，适应度函数值开始
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图２　适应度函数收敛性能图

大范围收敛，到２８次左右时，小幅度逼近最优值，参考文献

［３］中应用遗传算法解算 ＧＰＳ单历元单点定位时，要在进化

代数大于７０左右才能小幅度逼近最优值，由于ＧＰＳ和北斗在

单历元伪距单点定位解算时的适应度函数是相同的，因此可以

看出在收敛速度上，ＬＳＰＳＯ算法是远远快于遗传算法的。

４２　定位精度分析

ＰＳＯ算法进行定位解算是对非线性方程组的求解，因此

不能用ＬＳ算法的精度标准来规划衡量ＬＳＰＳＯ算法的定位精

度。ＬＳ算法得到的定位解释唯一解，而ＬＳＰＳＯ算法得到的

是全局最优解，为了对比ＬＳ算法和ＬＳＰＳＯ算法的精度，本

文采用与三维坐标与真值的差值和三维坐标与真值的几何距离

来对比两种算法的精度，采用单历元重复多次定位的方法来验

证算法的稳定度。

任取一个历元重复定位１００次，取

犕 ＝５０，φ＝４，犆１ ＝犆２ ＝２．０５，狋ｍａｘ ＝１００

犡ｍａｘ ＝犡狋犲犿狆 ＋３０，犞ｍａｘ ＝１．５犡ｍａｘ

其中：犡ｍａｘ 为解空间范围最大值。随机记录其中１０次定

位结果的三维坐标与真值的差值犱狓、犱狔、犱狕和三维坐标与真

值的几何距离犱狉，并且记录同一历元最小二乘法相应数据作

为对比。记录数据如表１所示，图２显示了１００次定位的犱狓、

犱狔、犱狕、犱狉的分布情况。

表１　ＬＳＰＳＯ算法和ＬＳ算法定位对比

次数 与真值差值／ｍ 与真值几何距离／ｍ

犱狓 犱狔 犱狕 （犱狓）２＋（犱狔）２＋（犱狕）槡 ２

１ －１．８４１ －１．９３６ －０．８８５ ２．８１４

２ －０．０４５ －３．１５７ １．４１６ ３．４６０

３ －４．１８０ ３．６６１ ３．０１２ ６．３２０

４ －４．７５ －１．５６３ １．１８４ ５．１３８

５ －４．６２５ －２．９５５ ３．６１３ ６．５７１

６ －２．８１４ ３．６７０ ２．２１７ ５．１２９

７ －４．７０４ ０．８２８ ３．２８４ ５．７９６

８ －１．９３２ －０．８３７ １．３１９ ２．４８４

９ －１．７５６ －０．９１６ ２．６９２ ３．３４２

１０ －４．８９０ －１．７９２ －０．０３２ ５．２０８

ＬＳ ４．２９５ ９．５９７ ５．１１２ １１．６９１

由表１可知，ＬＳＰＳＯ算法的三维向量偏差和与真值的几

何距离差均优于ＬＳ算法；由图２可知，ＬＳＰＳＯ算法所得到

的解算结果稳定，并且Ｘ方向与真实值偏差在５ｍ以内，大

多数优于４ｍ，Ｙ方向偏差在４ｍ以内，多数优于３ｍ，Ｚ方

向偏差在６ｍ以内多数优于５ｍ。与真值的空间几何距离偏差

在６ｍ以内达到犿级定位精度。并且数据波动很小，表示定位

结果很稳定。在多数情况下，Ｘ方向和 Ｙ方向的偏差甚至可

图３　１００次定位的犱狓、犱狔、犱狕、犱狉分布情况

以达到厘米级。因此采用ＬＳＰＳＯ组合的算法可以良好的提高

北斗伪距单点定位的精度，并且算法是稳定可靠地。

５　结论

本文通过对比ＬＳ算法和ＰＳＯ算法的优缺点，综合两者各

自的优势，提出ＬＳＰＳＯ组合的算法，通过ＬＳ算法确定解空

间范围，ＰＳＯ算法搜索得到全局最优解。通过１００历元的单

历元独立重复试验，证明该算法的稳定性，且精确度相对于传

统ＬＳ算法有所提高。本文算法易于实现，不足是迭代计算耗

费了大量的时间，因此是在牺牲了部分解算速度情况下提高了

定位的精度。在连续历元解算的过程中，可以利用前一历元得

到的定位结果作为本历元的初值，减小搜索范围，不但降低了

搜索的复杂度，而且可以设定精度阈值，提前终止迭代，加快

连续单历元解算的速度，这是下一步的研究工作，对于简单快

速提高北斗伪距单点定位精度的有很大的意义。
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