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高效显式模型预测控制在两容水箱中的应用

杨　璞，王宇红
（中国石油大学 （华东）信息与控制工程学院，山东 青岛　２６６５８０）

摘要：针对一类具有分段仿射形式的混杂系统模型的控制方法问题，提出了一种高效显式模型预测控制算法；该算法通过将最优控

制问题转化为多参数规划问题，离线求得具有分段仿射形式的显式控制器；在线过程，应用一种新的搜索算法，它能够快速准确地对系

统状态点进行定位，确定其所属的控制器分区，再根据该分区所对应的子控制率，进行简单的线性运算，即可得到系统的输入；该控制

方法避免了反复的在线优化计算，大大减少了计算量，并且，在线计算的速度更快，控制的实时性更好；将该算法应用到具有典型混杂

特性的两容水箱系统中，仿真结果表明：水箱的液位从初始液位能够快速平稳的达到期望的液位，且与其它的控制算法相比较，该算法

更加高效。

关键词：分段仿射模型；显式模型预测控制；在线计算；两容水箱
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０　引言

混杂系统是指包含连续动态和离散动态两种特性，并且两

种动态相互作用的一类系统，对该类系统的研究被ＩＥＥＥ控制

协会称为是具有广泛应用前景的研究。分段仿射 （ＰＷＡ）模型

是一类重要的混杂系统模型，它不仅能够很好的反应系统的混

杂特性，而且等价于多类混杂模型，如混合逻辑动态模型

（ＭＬＤ），线性互补模型 （ＬＣ），极大极小模型 （ＭＭＰＳ）等
［１］。

针对ＰＷＡ模型的控制方法的研究也是研究的热点。文献

［２］中，提出采用模型预测控制的方法，但是该方法需要不断

在线求解优化问题，导致计算量过大，消耗了大量时间。文献

［３ ４］中，提出采用显式模型预测控制的方法，可以有效解

决这一问题，它通过离线求解优化问题，得到系统状态与输入

的显式关系，即显式控制器，那么在线计算只需要先确定系统

当前状态在控制器分区的位置，再进行简单的线性运算即可。

显式模型预测控制中，在线计算过程需要不断的对控制器

的分区进行搜索，以确定系统当前状态属于哪个分区，如果采

用合适合理的搜索算法，则可以大大节省在线计算时间。文献

［５］中，通过对控制器分区进行可达性分析，缩小了搜索范

围，节省了搜索时间；文献 ［６ ９］中，通过将分段仿射形式

控制率表示为 “树”型结构，可以快速的完成在线计算；文献

［１０ １２］中，通过对控制器分区进行简化，提高了搜索效率。

但是这些算法大都需要复杂的数据预处理过程，本文提出了一

种距离比较查找法，它不仅对控制器分区数据的预处理过程十

分简单，而且可以大大提升在线计算速度。

本文首先介绍了ＰＷＡ 模型，然后对基于ＰＷＡ 模型的显式

模型预测控制的离线计算和在线计算过程进行了详细的研究，

最后，将该控制方法应用到具有典型混杂特性的水箱系统中。

１　犘犠犃模型

ＰＷＡ模型是一类典型的混杂系统模型，它包含有限个连

续变量动态子模型，随着系统状态的不断演化，系统根据切换

律在不同模态之间进行切换，其表达式为：

狓（犽＋１）＝犳犘犠犃（狓（犽），狌（犽））＝犃犻狓（犽）＋犅犻狌（犽）＋犳犻

狔（犽）＝犆犻狓（犽）＋犇犻狌（犽）＋犵犻

满足
狓（犽）

狌（犽［ ］） ∈Ω犻　犻＝１，…，狊
　　其中：犽≥０，狓∈犚

狀
犮 是系统状态，狌∈犚

犿
犮狔∈犚

狆犮 分别是

系统的输入和输出，｛Ω犻｝
狊
犻＝１

狓

［］狌 ：犎犻狓狓＋犎犻狌狌≤犓｛ ｝犻 ，犻＝
１，…，狊是系统在状态与输入空间犚狀＋犿 划分的多面体集。

２　基于犘犠犃模型的显式模型预测控制

针对ＰＷＡ 模型的显式模型预测控制算法分为离线计算和在

线计算两个部分，其基本思想是将模型预测控制算法与多参数规

划理论相结合，通过离线求取显式控制器，在线计算时，只需根

据求得的控制器，对状态点进行定位和简单的线性运算即可。
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２１　离线计算

考虑如下有限时域最优控制 （ＣＦＴＯＣ）问题：

犑犖（狓（０））＝ ｍｉｎ
犝
犖－１
０

犑（犝犖－１０ ，狓（０））＝ ｍｉｎ
犝
犖－１
０

犙犖（狓（犖）－狓狉） ∞｛ ＋

∑
犖－１

犽＝０

犚（狌（犽）－狌狉） ∞ ＋ 犙（狓（犽）－狓狉） ∞｝

狊狌犫犼．狋狅
狓（犽＋１）＝犳犘犠犃（狓（犽），狌（犽））

狓（犖）∈犜｛ 狊犲狋

（１）

　　其中：犝犖－１０ ［狌（０）
犜，…，狌（犖－１）犜］犜 ∈犚

犿犖 是最优输入序

列，即决策向量，犖是预测时域，犜狊犲狋 ∈犚
狀 是终端约束集，犙犖，

犙，犚是权值矩阵，它们都是满秩矩阵。本文采用一种将动态规

划理论与多参数线性规划理论相结合的方法求解该问题。

根据贝尔曼最优化原理，问题 （１）可以等价的表示为一

个动态规划问题［４，１５］：

犑犼 （狓（犼））＝ｍｉｎ
狌（犼）

犚（狌（犼）－狌狉） ∞ ＋ 犙（狓（犼）－狓狉） ∞｛ ＋

犑犼＋１（狓（犼＋１））｝

狊狌犫犼．狋狅

狓（犼＋１）＝犳犘犠犃（狓（犼），狌（犼））

狓（犼＋１）∈犜犼＋１

犼＝１，…，犖－
烅

烄

烆 １

（２）

　　其中：犜犖 ＝犜狊犲狋，犑犖（狓（犖））＝ 犙犖（狓（犖）－狓狉） ∞；犜犼＝

｛狓∈犚
狀
狘狌，犳犘犠犃（狓，狌）∈犜犼＋１｝是使问题 （２）可行的所有

状态的集合。采用逆序解法求解该动态规划问题，对于每一次

迭代过程，如果把狓（犼）看作参数变量，狌（犼）看作决策变量，

那么，它们都可以转化为如下形式的多参数线性规划问题：

犑（狓）＝ｍｉｎ
狉

｛犑（狉，狓）＝犳
犜狉｝

狊狌犫犼．狋狅　犆
狉狉≤犆

狓狓＋犆
犮

　　其中：狓∈犚
狀
狓 是参数向量，狉∈犚

狀
狉 是决策向量，并且犆狓

∈犚
狀
犮×
狀
狓，犆狉 ∈犚

狀
犮×
狀
狉，犆犮 ∈犚

狀
犮，犳∈犚

狀
狉 。

根据文献 ［４］，通过对上述多参数线性规划问题求解，可

以得到分段仿射形式的显式控制率：

狌（犽）＝犉犽犻狓（犽）＋犌
犽
犻，狓（犽）∈犚

犽
犻，犻＝１，…，犖

犽

　　其中：犚犽犻，犻＝１，…，犖
犽是可行状态集狓（犽）在时间步长犽＝

０，…，犖－１上的多面体分区。根据滚动时域的思想，只保留犽

＝０时的显式控制率，即可得到显式控制器。

２２　在线计算

在线计算时，只需要先确定当前时刻系统状态在控制器分

区的位置，再根据与该分区对应的子控制率，进行简单的线性

运算，即可得到当前时刻的输入。不难看出，在线计算的关键

是是否能够快速准确的确定系统状态在控制器分区的位置，这

实质上是一个 “点定位”问题。

解决 “点定位”问题最直接的方法是采用顺序查找法，即

从控制器中编号为１的分区开始查找，根据分区表达式，确定

当前系统状态是否属于该分区，直到找到该状态点所属的分区

或判断完最后一个分区为止。顺序查找法的具体过程如算法１

所示，这里假设显式控制器有犖 个状态分区，第犻（犻≤犖）个

状态分区表达式为犚犻＝｛狓狘犎犻狓≤犓犻｝，犎犻、犓犻分别为狀犚犻×狀狓、

狀犚
犻
×１维的矩阵，其中狀犚

犻
表示组成该分区的超平面个数。

算法１：

１）检测当前时刻系统状态狓（犽）。

２） 依 次 查 找 第 犻（犻 ＝ １，…，犖）个 分 区，若 满 足

犎犻狓≤犓犻，则狓（犽）∈犚犻，否则，继续查找。

３）若查找结果为狓（犽）∈犚犻，则根据该分区所对应的子

控制率狌（犽）＝犉犻狓（犽）＋犌犻，即可计算出系统的输入。否则，

该状态不在控制器分区内。

顺序查找法最坏的情况需要对每一个分区进行查找，对于

控制器存在大量分区的情形，是十分不利的。本文根据２．１节

求得的显式控制器分区是由若干个凸多面体组成，并且它们互

不相交的特点，提出了一种距离比较查找法，可以更高效的解

决 “点定位”问题。

如图１表示一个二维的凸多面体，如果一个圆心为犮，半

径为狉的圆包含于该多面体内，并且，在多面体的所有点中，

距离犮最远的点与犮的距离为犱，那么，只要与犮的距离小于狉

的点，一定属于该多面体，只要与犮的距离大于犱的点，一定

不属于该多面体。

图１　二维凸多面体

根据上述思想，运用距离比较查找法时，首先需要在狀维

控制器的每个状态分区中，寻找一个包含于该分区的最大的球

体。这里仍然用犚犻 ＝ ｛狓狘犎犻狓 ≤犓犻｝表示控制器的第犻（犻≤

犖）个多面体分区，在该分区中，假设需要寻找的球体的圆心

为狓犮
犻
，半径为狉犻，考虑下式中的优化问题：

ｍａｘ
狓
犮
犻
，狉
犻

狉犻

狊狌犫犼．狋狅　犎犻
犼狓犮

犻
＋狉犻 犎犻

犼
２ ≤犓犻

犼，犼＝１，…，狀犚
１

（３）

　　式 （３）中，犎犻犼、犓犼犻分别代表矩阵犎犻、犓犻的第犼行，这是一

个线性规划问题，通过求解该问题，得到狓犮
犻
和狉犻，即可得到

需要寻找的球体，用犅（狓犮
犻
，狉犻）表示。

经过上述运算过程，总共可以得到犖个球体，它们的球心

和半径依次为狓犮
犻
和狉犻（犻＝１，…，犖），然后，需要继续在控制器

的每个分区中，寻找距离该分区球心最远的点犱犻（犻＝１，…，

犖），不难发现，该点只有可能在多面体的顶点取得，如果将

犚犻用顶点组合的形式表示犚犻 ＝｛狓∈犚
狀
狘狓＝∑

狏
犚
犻

犼＝１

α犼犞
（犼）
犚
犻
，０≤α犼

≤１，∑

狏
犚
犻

犼＝１

α犼 ＝１｝，其中，犞
（犼）
犚
犻
代表犚犻的第犼个顶点，狏犚

犻
代表犚犻

的顶点总数，那么犱犻 ＝ｍａｘ
犞
（犼）
犚
犻

犞
（犼）
犚
犻
－狓犮

犻
２，犻＝犼，…，狏犚

犻
。

以上运算均可以离线完成，那么在线查找时，只需要依次

求取系统当前时刻状态狓（犽）与控制器第犻个分区的球心之间

的距离犮犻，同时，比较犮犻 与狉犻 的大小，当犮犻 ≤狉犻 时，说明

狓（犽）∈犚犻，查找结束；当犮犻＞狉犻时，需要再比较犮犻与犱犻的大

小，当犮犻＞犱犻时，说明狓（犽）不在该分区中，需要继续查找下

一个分区，当犮犻≤犱犻时，则说明狓（犽）可能在该分区中，存储

该分区。当查找完最后一个分区仍未找到狓（犽）所属的分区时，

则在之前存储的分区中，再采用顺序查找法查找。距离比较查

找法的具体过程如算法２所示。

算法２：

１）离线求取犅（狓犮
犻
，狉犻）和犱犻（犻＝１，…，犖）。
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２）检测当前时刻系统状态狓（犽）。

３）当犻＝１时，求取狓（犽）与狓犮
１
之间的距离犮１ 。若犮１≤

狉１ ，则狓（犽）∈犚１ ，跳转到步骤５；否则，若犱１ ＜犮１ ，则

狓（犽）犚１ ，跳转到步骤４，若犮１ ≤犱１ ，则将该分区存储。

４）若犻＜犖 ，则犻＝犻＋１，重复步骤３；否则，在步骤３

所存储的所有分区中，采用顺序查找法进行查找。

５）若查找结果为狓（犽）∈犚犻，则根据该分区所对应的子

控制率狌（犽）＝犉犻狓（犽）＋犌犻，即可计算出系统的输入。否则，

该状态不在控制器分区内。

对于显式模型预测控制在线计算过程，如果控制器的分区

数为犖 ，组成第犻个分区的超平面的数量为狀（犻），运用算法２

解决 “点定位”问题，若只考虑在线查找过程，一般情况下，

只需要在每个分区中进行１次范数运算，２次比较运算即可；

在最差的情况下，需要进行１次范数运算，２＋狀（犻）次比较运

算，然而，当控制器存在大量分区时，发生这种情况的分区的

比例是较小的。而运用算法１则需要在每个分区中进行狀（犻）

次矩阵运算，狀（犻）次比较运算，特别的，当控制器的维数较高

时，狀（犻）≥２。

从这方面来说，算法２能够减少在线计算量，从而使控制

更高效。

３　仿真实例

３１　两容水箱的犘犠犃模型

对水箱系统的研究，已经作为一个研究的标准问题 （Ｂｅｎ

ｍａｒｋＰｒｏｂｌｅｍ），被广泛的应用于混杂系统研究成果的验证中。

两容水箱是一类重要的水箱系统，如图２所示，在实际对象

中，各参数的意义和具体数值见表１。

图２　两容水箱

它由水箱１和水箱２两个水箱组成，流经它们之间的液体

通过犞１、犞２两个阀门进行控制，流出水箱的液体可以通过犞３、

犞４ 两个阀门进行控制，犞１、犞２、犞３、犞４ 均为开关型阀门，水箱１

有连续输入泵犘１ ，输入量记为犙犘１（０≤犙犘１≤犙ｍａｘ）。若将阀

犞３ 常闭，阀犞４ 常开，则可得到系统的模型为：

表１　两容水箱参数

参数 含义 数值

犃 水箱的横截面积／ｍ２ ０．０１５４

犪狕 阀的流量系数 １

犛１、犛２ 阀的横截面积／ｍ２ ０．００００２

犺狏 阀犞１的高度／ｍ ０．３

犺ｍａｘ 液位的最高值／ｍ ０．６２

犙ｍａｘ 流量的最大值／（ｍ３／ｓ） ０．０００１

犜 采样周期／ｓ ５

ｄ犺１
ｄ狋
＝
１

犃
·（犙犘１－犙１－犙２）

ｄ犺２
ｄ狋
＝
１

犃
·（犙１＋犙２－犙４）

　　其中：各流量表达式分别为：

犙１ ＝犞１·犪狕·犛１·狊犻犵狀（ｍａｘ｛犺１，犺狏｝－ｍａｘ｛犺２，犺狏｝）·

狘２犵（ｍａｘ｛犺１，犺狏｝－ｍａｘ｛犺２，犺狏｝）槡 狘，

犙２ ＝犞２·犪狕·犛１·狊犻犵狀（犺１－犺２）· 狘２犵（犺１－犺２）槡 狘，

犙４ ＝犪狕·犛２· ２犵犺槡 ２

　　若将狊犻犵狀（狓）· 狘狓槡 狘用
狓

狓槡 ｍａｘ

近似表示，即狊犻犵狀（狓）·

狘狓槡 狘≈
狓

狓槡 ｍａｘ

，则可以对系统模型进行简单线性化，经过

线性化后系统模型中各流量可表示为：

犙１ ＝犞１·犪狕·犛１·（ｍａｘ｛犺１，犺狏｝－ｍａｘ｛犺２，犺狏｝）·
２犵

犺ｍａｘ－犺槡 狏

犙２ ＝犞２·犪狕·犛１·（犺１－犺２）·
２犵
犺槡ｍａｘ

犙４ ＝犪狕·犛２·犺２·
２犵
犺槡ｍａｘ

　　 再将该线性连续模型离散化，令

ｄ犺犻
ｄ狋
＝
犺犻（犽＋１）－犺犻（犽）

犜
，（犻＝１，２）

　　得到：

犺１（犽＋１）＝犺１（犽）＋
犜
犃
·［犙犘１（犽）－犙１（犽）－犙２（犽）］

犺２（犽＋１）＝犺２（犽）＋
犜
犃
·［犙１（犽）＋犙２（犽）－犙４（犽）］

　　若选择犺１、犺２ 作为系统的状态变量狓（犽）∈ ［０，０．６２］×［０，

０．６２］，犙狆１、犞１、犞２ 作为系统的输入犝（犽），并将参数值代入，那

么即可得到两容水箱的ＰＷＡ 模型，它共有１６子系统模型组成。

３２　仿真结果与分析

本文的 控 制 目 标 是 使 水 箱 从 初 始 液 位 状 态 狓（犽）＝

［０　０］，在系统输入犝（犽）的作用下，能够达到期望的液位状

态狓（犽）＝ ［０．１　０．５］。采用显式模型预测控制算法对系统进

行控制，通过离线计算得到的显式控制器如图３所示。

图３　显式模型预测控制器

图中，（ａ）表示控制器的分区，它共有２９个不同的子控

制率分布在３７１个状态分区上，（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）表示系统输入

犙狆１、犞１、犞２ 分别在控制器分区上对应的线性连续控制率。根据

得到的显式控制器，在线计算分别采用算法１、可达分区算
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法［５］、二叉树算法［６］、算法２求取系统最优输入值，若选取犓

＝６０ （表示６０个采样时间），４种算法对比见表２。

表２　在线计算算法对比

算法
时间／ｍｓ

预处理时间 在线计算时间 平均每次在线计算时间

算法１ ０ ８２１．０１４ １３．６８４

可达分区算法 ６８１７６．２３７ ３９１．０１３ ６．５１７

二叉树算法 １８９２４９．５２６ ６３．０３１ １．０５１

算法２ １２２．８７２ ３８８．１１５ ６．４６９

表２中，可达分区算法、二叉树算法和算法２均需要对分

区数据进行离线预处理，算法２用时分别是其他两种算法的

０．１８％和０．０６５％；完成在线计算过程，算法２用时比算法１

用时减少了４３０．００１ｍｓ，与可达分区算法用时相当，但是比

二叉树算法用时长。需要指出的是二叉树算法虽然在线计算用

时最短，但是，该算法预处理时间过长，当控制器存在大量分

区时，可能使预处理过程变为ＮＰ－ｈａｒｄ问题；算法１虽然不

需要预处理过程，但是，在线计算用时过长；综合考虑，这里

选择算法２作为在线计算算法。得到系统的状态和输入随时间

的演变过程曲线如图４，图５所示。

图４　系统状态演变曲线

图５　系统的控制输入演变曲线

图中，水箱的液位在控制输入的作用下，能够快速平稳的

达到设定的液位，并在该液位附近微小波动，这是由于两容水

箱在该稳态存在极限环所导致的。

４　结论

本文介绍了基于ＰＷＡ模型的显式模型预测控制算法，针

对该算法的在线计算过程，提出了一种距离比较查找法，并且

应用到了对两容水箱控制的研究中。仿真结果表明，水箱液位

从初始液位，能够快速平稳的达到期望的液位，并且在线计算

过程中，采用距离比较查找法比其它３种算法能够更高效的得

到系统输入值。
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