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基于改进确定性采样滤波的疲劳

裂纹扩展犚犝犔预测

李文峰１，２，许爱强１，王　丰３，张怀远４
（１．海军航空工程学院 科研部，山东 烟台　２６４００１；２．９２６３５部队，山东 青岛　２６６０００；

３．９１２０６部队，山东 青岛　２６６０００；４．９１３５９部队，北京　１０２４４３）

摘要：针对确定性采样滤波在进行状态估计预测时随维数增加时出现计算量增加且精度不高的问题，提出一种确定性采样滤波的算

法并将其应用到疲劳裂纹扩展ＲＵＬ预测当中去；首先，阐述了确定性采样滤波的基本原理；其次，从多维数值积分的角度分析确定性

采样滤波所需计算的数学期望，根据完全对称积分公式计算积分节点值、节点个数和权重；最后，将改进后的确定性采样滤波器应用到

构件疲劳裂纹损伤扩展中去，并与无迹卡尔曼滤波算法、容积卡尔曼滤波算法进行比较，提升了裂纹扩展ＲＵＬ预测的精度，实例仿真

分析验证了该方法的可行性和有效性。

关键词：确定采样型滤波器；疲劳裂纹扩展；多维数值积分；剩余使用寿命预测
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０　引言

由于扩展卡尔曼滤波 （ＥＫＦ）方法存在需要求解雅可比矩

阵、数值稳定性较差和滤波精度不高等明显缺点，已经不能满

足非线性系统的滤波要求。近年来，随着对非线性系统统计滤

波领域研究的日益深入，相关专家学者提出了无迹卡尔曼滤波

（ＵＫＦ）、高斯厄米特滤波 （ＧＨＦ）和容积卡尔曼滤波 （ＣＫＦ）

等确定采样性滤波方法。这些滤波器都是以确定的数学解析式

完成采样，统一称为确定性采样滤波器或确定采样型滤波

器［１４］ （ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃｓａｍｐｌｉｎｇｆｉｌｔｅｒ，ＤＳＦ），不同的确定性采

样滤波方法区别在对滤波方法中均值和方差的计算，其中

ＵＫＦ采用的是ＵＴ变换方法
［５］，ＧＨＦ采用的是Ｇａｕｓｓ－Ｈｅｒｍｉｔ

积分方法计算采样点［６］，ＣＫＦ采用的是球面容积法则
［７］。确定

性采样滤波方法的提出，奠定了其在信号处理、金融、导航和

估计预测等领域应用的理论基础。确定采样性滤波方法在保证

滤波精度的同时，需要大量的计算，这在实际应用时比较困难。

本文针对确定采样型滤波器中存在的问题，对确定采样型

滤波器改进计算的基础上，在至少不增加计算量的同时，提升

确定采样滤波器的估计精度。同时，结构疲劳损伤扩展受环

境、材料等多种参数的不确定性影响，本身是一个随机过程，

利用滤波对疲劳裂纹扩展进行预测，非线性滤波方法进行疲劳

裂纹扩展预测时可以消除这种不确定性。因此，针对构件疲劳

裂纹扩展预测的特点，本文将改进后的确定采样型滤波器应用

于构件疲劳裂纹扩展剩余使用寿命 （ｒｅｍａｉｎｉｎｇｕｓｅｆｕｌｌｉｆｅ，

ＲＵＬ）预测中。

１　确定性采样滤波方法基本原理

确定采样性滤波方法是基于线性最小方差估计框架，利用

系统状态的一阶矩和二阶矩 （均值和方差），依据不同的方法，

确定状态先验概率的均值和方差构造的采样点及相对应的权

值，利用采样点对状态非线性函数的均值和方差进行近似估

计。不同的确定采样性滤波方法区别在对滤波方法中均值和方

差的计算。
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通常，确定采样性滤波多假设状态后验分布为高斯型。

对于非线性系统

狓犽＋１ ＝犳犽（狓犽）＋狑犽

狕犽 ＝犺犽（狓犽）＋狏｛ 犽

（１）

　　其中：狓犽 和狕犽 分别为状态变量和量测向量，犳犽（狓犽）和

犺犽（狓犽）为已知函数，狑犽 和狏犽 分别为随机系统噪声和随机量测

噪声，且相互独立。

对于上述非线性系统，假设量测犣犽 ＝｛狕１，狕２，…，狕犽｝的后

验密度函数狆（狓犽＋１狘犣
犽）＝犖（狓犽＋１；^狓犽＋１狘犽，犘犽＋１狘犽），狆（狕犽＋１狘犣

犽）

＝ 犖（狕犽＋１；狕犽＋１狘犽，犘犽＋１狘犽
狕）服从高斯分布。其犽＋１时刻的状态

一步预测 狓^犽＋１狘犽 、协方差 犘犽＋１狘犽 、输出预测 狕^犽＋１狘犽、协方差

犘犽＋１狘犽
狕 和互协方差犘犽＋１狘犽

狓狕 分别为

狓^犽＋１狘犽 ＝犈［狓犽＋１狘犣
犽］＝犈［犳犽（狓犽）狘犣

犽］

犘犽＋１狘犽 ＝犈［珟狓犽＋１狘犽珟狓
犜
犽＋１狘犽狘犣

犽］＝犈［Λ犽Λ犽
犜
狘犣

犽］＋犙犽

狕^犽＋１狘犽 ＝犈［狕犽＋１狘犣
犽］＝犈［犺犽＋１（狓犽＋１）狘犣

犽］

犘犽＋１狘犽
狕
＝犈［珘狕犽＋１狘犽珘狕

犜
犽＋１狘犽狘犣

犽］＝犈［Θ犽＋１Θ犽＋１
犜
狘犣

犽］＋犚犽＋１

犘犽＋１狘犽
狓狕
＝犈［珟狓犽＋１狘犽珘狕

犜
犽＋１狘犽狘犣

犽］＝犈［狓犽＋１狘犽Θ犽＋１
犜
狘犣

犽

烅

烄

烆 ］

（２）

式中，Λ犽 ＝犳犽（狓犽）－狓^犽＋１狘犽，Θ犽＋１ ＝犺犽＋１（狓犽＋１）－^狕犽＋１狘犽。

对于式 （２），无法直接求解，只能通过一些数值算法近似

计算，确定采样性滤波方法的估计精度取决于公式 （２）的计

算精度，通过不同的数值近似方法计算公式 （２）将衍生出不

同的滤波方法。下面通过利用数值积分容积方法，推导出相应

的确定采样性滤波方法。

２　基于完全对称积分公式的多维数值积分

对确定的非线性函数狔＝犳（狓），假设狆（狓）为狓的概率密

度函数，则式 （２）需计算积分

犈［狔］＝∫
∞

－∞
犳（狓）·狆（狓）ｄ狓，

犈［狔
２］＝∫

∞

－∞
犳（狓）·狆（狓）·犳（狓）ｄ狓＝∫

∞

－∞
犳
２（狓）·狆（狓）ｄ狓

（３）

犈［狓狔］＝∫
∞

－∞
狓·犳（狓）·狆（狓）ｄ狓

　　若用函数犵（狓）表示被积函数的其他部分，则计算其数学

期望：

犈［犵（狓）］＝∫
犚
狀

犵（狓）·
１

（（２π）狀·狘犘犽狘槡 ）
·

犲－
１
２
·（狓－犡犽

）犜·犘
犽
－１（狓－犡犽

）
ｄ狓 （４）

　　对公式 （４），其积分的计算精度与选取的积分点有关。计

算出该积分，即可计算出随机变量的均值和方差，从而完成对

结果分布的高斯近似。

通常解决实际问题时，遇到的是多维随机变量狓１，…，狓狀 ，

其函数犵（狓１，…，狓狀）的数学期望为：

犈［犵（狓１，…，狓狀）］＝∫
∞

－∞

…∫
∞

－∞
犵（狓１，…，狓狀）·

狆（狓１，…，狓狀）ｄ狓１…ｄ狓狀 ≡犐［犵］ （５）

　　利用数值积分方法获得式 （５）的近似解。数值积分的计

算公式为：

犙［犵］＝∑
犿

犼＝１

ω犼犵（σ犼） （６）

　　其中：σ犼和ω犼分别表示积分节点和权值，与滤波理论中的

采样点和权值相对应。

确定节点个数、节点和权值，才能用犙［犵］近似犐［犵］。

节点个数的多少对计算量的大小会产生比较大的影响。节点个

数越少，计算量就越小。在节点个数相同的情况下，选取不同

的节点和权值，积分精度也会有较大的不同。

为了计算公式 （５），相关专家学者作了大量的研究。利用

高斯厄米特数值积分方法，选取高斯点和相应权值，提高系统

状态的均值和方差估计的精度，诞生了高斯厄米特滤波方

法［６］。但是，在高维情况下，该方法的计算负荷将呈指数增

长。ＭｃＮａｍｅｅ和Ｓｔｅｎｇｅｒ定义了完全对称积分公式
［８］，通过求

解非线性方程组的方法来得到采样点。该方法的计算负荷远小

于高斯厄米特数值积分方法的计算负荷。

完全对称积分区域包括无穷区域犚狀 和有界区域如超球体

和超球面。

对积分 （５），其积分区域为完全对称，如果随机变量之间

为独立同分布，那么权值函数也是全对称的，以生成元［９］的方

式表示式 （６），其完全对称积分公式：

犐＝∑
犿

犻＝１

ω犻·犵（［狌］犻） （７）

　　若代数精度为犱＝２狊－１，则其完全对称积分公式，所需

要的最少节点个数为：

犖ｍｉｎ ＝
犆狀狀＋狊－１＋∑

狀－１

犽＝１
２犽－狀犆犽犽＋狊－１，　　　　狊为偶数

犆狀狀＋狊－１＋∑
狀－１

犽＝１
（１－２犽－狀）犆犽犽＋狊－２， 狊

烅
烄

烆
为奇数

（８）

　　完全对称积分公式
［２］的特点为：

１）完全对称积分公式能够准确积分任何包含奇次幂的单

项式，如果犵（狓）在某个方向上含有奇次幂项，那么犐＝０。

２）如果犵（狓）只包含偶次幂项，那么积分的结果与生成

元中元素的排列无关。因此，建立完全对称积分公式的精度为

犱＝２犽＋１，只需要使积分公式对如下单项式能准确成立：

犕（狓）＝ （狓１）
２犽
１（狓２）

２犽
２…（狓狀）

２犽
狀，犽犻≥０，∑

狀

犻＝１

犽犻≤犽 （９）

　　即

犙（犵）＝∑
犿

犻＝１

ω犻·犵（［狌］犻）＝∫犚
狀
犕（狓）·狆（狓）ｄ狓 （１０）

　　针对相应的精度，生成元的选取与单项式相关。生成元中

非零元素的个数与单项式中阶次非零的变量个数相等。

当犱≥５时，会出现多个变量的单项式，此时选取的生成

元组合会出现不同的情况。对犱＝５时的生成元为［０］，［狌］１＝

［（狌１，０，…，０）］，［狌］２ ＝ ［（狌２，狌２，０，…，０）］，根据式 （８）积分

节点个数为狀２＋狀＋１，根据式 （１０）有：

　

１ ２狀 ２狀（狀－１）

０ ２狌１
２ ４（狀－１）狌２

２

０ ２狌１
４ ４（狀－１）狌２

４

０ ０ ４狌２

烄

烆

烌

烎
４

·

ω０

ω１

ω

烄

烆

烌

烎２

＝

犐０

犐２

犐４

犐２，

烄

烆

烌

烎２

（１１）

　　当随机变量服从标准正态分布时，犐０＝犐２＝犐２，２＝１，犐４＝

３。据式 （１１），有

ω０ ＝
２

狀＋２
，ω１＝

４－狀

２（狀＋２）２
，ω２＝

１
（狀＋２）２

，狌１＝ 狀＋槡 ２，

狌２ ＝ 狀／２＋槡 １，故积分公式为：

犙［犵］＝
２

狀＋２
π
狀／２
犵（０）＋

４－狀

２（狀＋２）２
π
狀／２

∑
ｆｕｌｌ　ｓｙｍ．
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预测 ·２０７　　 ·

犵 狀＋槡 ２，０，．．．，（ ）０ ＋
１

（狀＋２）２
π
狀／２

∑
ｆｕｌｌ　ｓｙｍ．

犵 狀／２＋槡 １， 狀／２＋槡 １，０，．．．，（ ）０ （１２）

３　实例仿真分析

采用完全对称积分公式对多维数值积分的积分节点的采样

策略进行改进后，给出基于改进确定性采样滤波 （ＩＤＳＦ）的

剩余使用寿命预测步骤：

步骤１：在建立状态空间模型时，最佳途径是能够通过设

备或部件的故障机理建立物理损伤数学模型，对于复杂的故障

机理不能建立数学模型时，可根据已知的状态退化数据，根据

ＡＲＭＡ模型、Ｇａｍｍａ过程、ＨＭＭ 模型等数学统计模型描述

部件的退化过程。

步骤２：根据完全对称积分公式计算的基础采样点，对协

方差犘狓 进行平方根分解得到犘狓 ＝犛狓犛
犜
狓 ，采用本文提出的基

础采样点，经协方差的平方根和均值的线性变换得到滤波的采

样点ξ犻 ＝犛狓狌犻＋珚狓。

步骤３：已知犽时刻的状态估计狓^犽 和协方差犘犽 ，按照步

骤２得到ξ犻，犽 ＝犛犽狌犻＋狓^犽。

经状态方程中非线性函数犳犽（·）将ξ犻，犽 传递为γ犻，犽＋１狘犽 ，即

γ犻，犽＋１狘犽 ＝犳犽（ξ犻，犽）。

犈［犳犽（狓犽）狘犣
犽］≈∑

犔

犻＝０

狑犻γ犻，犽＋１狘犽 ＝∑
犔

犻＝０

狑犻犳犽（ξ犻，犽） （１３）

犈［Λ犽Λ
犜
犽狘犣

犽］≈∑
犔

犻＝０

狑犻（γ犻，犽＋１狘犽－犈［犳犽（狓犽）狘犣
犽］）２ （１４）

　　步骤４：对狓^犽＋１狘犽和协方差犘犽＋１狘犽重复步骤２采样点选取步

骤，经量测方程中非线性函数犵犽（·）传递为χ犻，犽＋１狘犽 ，即χ犻，犽＋１狘犽

＝犺犽＋１（ξ犻，犽＋１狘犽），犻＝０，１，…犔

犈［犺犽＋１（狓犽＋１）狘犣
犽］≈∑

犔

犻＝０

狑犻χ犻，犽＋１狘犽 ＝∑
犔

犻＝０

狑犻犺犽＋１（ξ犻，犽＋１狘犽）

（１５）

犈［Θ犽＋１Θ
犜
犽＋１狘犣

犽］≈∑
犔

犻＝０

狑犻（χ犻，犽＋１狘犽－犈［犺犽＋１（狓犽＋１）狘犣
犽］）２

（１６）

犈［珟狓犽＋１狘犽Θ
犜
犽＋１狘犣

犽］≈∑
犔

犻＝０

狑犻（ξ犻，犽＋１狘犽－狓^犽＋１狘犽）×

（χ犻，犽＋１狘犽－犈［犺犽＋１（狓犽＋１）狘犣
犽］） （１７）

　　步骤５：给定新的量测信息后，执行步骤３、４，将计算结

果代入贝叶斯估计框架下所需的５个数学期望进行滤波更新，

得到下一时刻的状态估计。

步骤６：在状态估计的基础上，执行后期的计算处理，实

现剩余使用寿命预测，并给出预测结果的概率密度分布。

给定基于改进确定性采样滤波的预测方法、步骤后，在实

例仿真分析中，主要从数据准备、状态估计、评价指标以及

ＲＵＬ预测４个方面实现改进求积公式的确定性采样滤波ＲＵＬ

预测，选用应用较广泛的ＵＫＦ及近年来新提出并逐渐成为研

究热点的ＣＫＦ与本文所提的ＩＤＳＦ进行仿真比较。

３１　数据准备

选取受疲劳载荷的构件上发生裂纹扩展预测为仿真实例，

狓
－

（狋）＝ （狓１（狋），狓２（狋））表述了疲劳裂纹扩展状态演化，其中，

狓１（狋）表示裂纹扩展深度，狓２（狋）为直接影响裂纹扩展速度的时

变模型参数，这个退化过程由以下两个等式描述，共同构成一

阶马尔科夫系统状态方程：

狓１（狋＋１）＝狓１（狋）＋３×１０－
４（０．０５＋０．１·狓２（狋））

３
＋ω１（狋）

（１８）

狓２（狋＋１）＝狓２（狋）＋ω２（狋） （１９）

　　其中：ω１（狋）为高斯噪声，均值为０．０４５，标准差为０．１１６；

ω２（狋）为零均值高斯噪声，标准差为０．０１，初始协方差矩阵

犘０｜０ ＝ ［０．１　０；０　０．１］。其他参数参照文献 ［１０－１１］。

量测方程为：

狕（狋）＝狓１（狋）＋０．２５＋ν（狋） （２０）

　　 其 中：量 测 噪 声ν（狋）为 零 均 值 高 斯 噪 声，标 准 差

为０．０７４。

３２　状态估计

结构疲劳损伤扩展受环境、材料等多种参数的不确定性影

响，本身是一个随机过程，利用滤波对疲劳裂纹扩展进行预

测，后期得到的概率密度函数表达了这种不确定性。仿真时间

１００个载荷循环周期，在相同初始条件下采用 ＣＫＦ、ＵＫＦ、

ＩＤＳＦ分别进行了仿真，仿真结果如图１所示。

图１　基于ＵＫＦ、ＣＫＦ以及ＩＤＳＦ的疲劳裂纹扩展状态估计

从图１状态估计曲线可以看出，ＵＫＦ和ＣＫＦ在４８个循

环周期后对真实状态的跟踪性能变差，但 ＵＫＦ的性能在第８０

个循环周期后稍优于ＣＫＦ，这是因为当系统状态维数不大于３

时，ＵＫＦ相比ＣＫＦ，更适合解决非线性状态估计问题；当系

统状态维数达到２０以上时，ＵＫＦ因参数选择经常出现滤波发

散的问题，相比ＵＫＦ，ＣＫＦ在采样和滤波过程中，不需要进

行参数的选择计算且不受状态维数高低的影响，权值始终保持

为正值，算法应用范围较广。但是从仿真分析来看，ＵＫＦ和

ＣＫＦ都不如本文提出的ＩＤＳＦ。

３３　评价指标

采用平均相对误差作为估计预测评价指标，公式为：

犲犕犃犈 ＝
１

狀∑
狀

犻＝１

狘狔犻－^狔犻狘 （２１）

　　其中：狀是数据个数，狔犻为实际值，^狔犻为预测值。

表１对比了 ＵＫＦ、ＣＫＦ以及本文提出的ＩＤＳＦ方在进行

疲劳裂纹扩展ＲＵＬ预测时的仿真时间和平均相对误差，从表

１中可以看出，从起始裂纹长度为６．９３ｍｍ开始，本文提出的

ＩＤＳＦ方法的仿真时间大于ＣＫＦ的仿真时间，而小于 ＵＫＦ的

仿真时间，这说明 ＵＫＦ的计算复杂度要高于ＩＤＳＦ和ＣＫＦ，

在平均相对误差方面，ＵＫＦ的平均相对误差稍小于ＣＫＦ的平

均相对误差，而本文提出的ＩＤＳＦ方法平均相对误差要小于
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ＵＫＦ和 ＣＫＦ二者，这说明将３种方法用于疲劳裂纹扩展

ＲＵＬ预测中当属本文提出的ＩＤＳＦ方法精度最高。

表１　３种方法的仿真时间和平均相对误差

算法 起始裂纹长度／ｍｍ 仿真时间／ｍｓ 平均相对误差

ＩＤＳＦ ６．９３ １３．１４ ０．０４３３

ＵＫＦ ６．９３ １７．２３ ０．１３５９

ＣＫＦ ６．９３ １１．２０ ０．１５８２

３４　犚犝犔预测

上述分析可以看出，ＩＤＳＦ在进行疲劳裂纹扩展状态估计

时，估计精度优于ＵＫＦ和ＣＫＦ，因此选择本文方法进行疲劳

裂纹扩展预测，在疲劳裂纹扩展状态估计的基础上，对数据做

后期进一步处理，在此过程中，ＩＤＳＦ滤波消除了剩余使用寿

命中的不确定性，从图２中可以看出，在给定疲劳裂纹扩展长

度失效阈值为４０ｍｍ后，确定了ＲＵＬ预测的预测区间，同时

给出了预测结果的概率密度分布，从图２中可以得到，以疲劳

裂纹长度为６．９３ｍｍ为当前起始点，则疲劳裂纹扩展的剩余

使用寿命为８３个循环周期通过计算，疲劳裂纹扩展的预测区

间为 ［７０，１００］，置信度为９０％。

图２　疲劳裂纹扩展的ＩＤＳＦ剩余使用寿命预测

４　结论

本文针对确定性采样滤波所需计算的数学期望，采用多维

数值积分求积公式近似求取数学期望，采用完全对称积分公式

求取积分节点的位置、个数和权重，改进采样节点的选取策

略，提高剩余使用寿命预测的精度，通过疲劳裂纹扩展的算法

仿真对比，本文提出的ＩＤＳＦ方法精度高于 ＵＫＦ和ＣＫＦ，验

证了该方法的有效性和可行性。
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