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基于单位四元数的四旋翼编队反演控制方法

李　磊，李小民，杨　森
（军械工程学院 无人机工程系，石家庄　０５００００）

摘要：针对四旋翼无人飞行器，研究了在理想通信条件下编队控制问题；四旋翼无人飞行器具有复杂的数学模型，首先用四元数描

述其动力学和运动学模型，将其分解为位置和姿态两个相互独立的子系统，通过引入与期望轨迹之间的误差建立了跟踪误差模型；指定

编队中一名成员为领航者，编队成员通过一致性算法得到编队的几何中心位置，并以此作为期望轨迹；通过Ｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇ方法为每一架

四旋翼设计时变反馈控制律使编队达到镇定；最后通过仿真实验验证该控制方法的有效性。

关键词：编队控制；四旋翼无人机；四元数；反演法；领航跟随法
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０　引言

近年来，小型无人机发展迅猛，四旋翼无人飞行器由于结

构简单、易于控制，受到研究者们的广泛关注。四旋翼无人机

能够实现垂直起降、自主悬停等功能，在不确定环境以及危险

环境中能够高效的执行任务。无人机编队通过多无人机的协同

飞行使系统的综合效能大大提高。随着任务日趋复杂，无人机

数量逐渐增多，对编队控制提出了更多更高的要求。无人机编

队控制是多无人机协同控制的重要研究方向。

编队控制的研究方法主要有领航跟随法、虚拟结构法、基

于行为法和图论法［１］。目前较为主流的是将上述方法融合使

用，取长补短。早期的编队控制主要采用集中式控制方法，其

特点是精度高、便于控制，但是要依赖于中央控制单元的计算

能力和全局通信能力，随着编队成员的增加，中央控制单元的

计算量呈指数增加，缺乏可拓展性和灵活性。后来人们提出分

布式控制方法，每架无人机只与相邻的无人机进行通信，利用

无人机自身的计算能力，得到周边无人机的相对位置关系，对

比期望的编队队形，对无人机的实际位置进行修正进而消除队

形误差。

近年来，国内外诸多学者针对四旋翼飞行器编队问题做了

大量研究［２５］，设计出不同类型的控制器。文献 ［２ ５］通过反

馈线性化、小扰动线性化等方法对四旋翼飞行器模型进行了不

同程度的简化来设计控制器。但是四旋翼飞行器是一种典型的

欠驱动系统，是具有复杂约束方程的级联非完整系统［７］，具有

很强的非线性，对控制系统提出了更高的要求。文献 ［６］同样

采用单位四元数对四旋翼进行建模，并且引入流形的概念，在

微分几何框架下设计了姿态控制算法，取得了不错的效果。文

献 ［７］利用神经网络在线辨识系统的非线性部分，结合领航跟

随法实现了四旋翼的编队控制。文献 ［８］用四元数描述四旋翼

的动力学和运动学模型，引入中间控制量，通过为每一架无人

机设计合适的中间控制量使得编队达成镇定。文献 ［９］引入实

际位姿与期望位姿间的误差，建立了跟踪误差模型，并将四旋

翼模型分解为位置和姿态两个互相独立的子系统，并分别利用

Ｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇ方法设计了时变反馈控制律使系统稳定。Ｂａｃｋｓｔｅｐ

ｐｉｎｇ方法是一种由前向后递推的设计方法，通过逐步迭代设计

Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数使系统误差具有渐进性，并使系统最终实现全局

稳定，降低了设计难度。本文在文献 ［９］的基础上，通过一致

性算法得到编队几何中心位置，并将其作为期望轨迹，为每一

架四旋翼设计反演控制律使整个编队达到镇定。

１　单位四元数基础

四元数是形如犪＋犫犻＋犮犼＋犱犽的数，其中犪，犫，犮，犱均为实

数，犻，犼，犽 为 虚 数 单 位， 四 元 数 的 集 合 Η ＝

犪＋犫犻＋犮犼＋犱犽 犪，犫，犮，犱∈｛ ｝犚 是实数域犚 上四维向量空

间。记η＝犪为四元数标量部分，珗狇＝犫犻＋犮犼＋犱犽为四元数矢

量部分，则，四元数可以写为以下形式：

狇＝ （η，珗狇）

单位四元数是模恒为一的四元数，即有
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η
２
＋珗狇

２
＝１ （１）

　　单位四元数可以看做单位球面犛
３ 上的一点。四元数是表

示三维空间中旋转的有力工具，由欧拉定理可知，三维空间中

任一旋转变换都可以由绕特征轴珗狀旋转一个角度α得到，其对

应的单位四元数为：

狇＝ ｃｏｓ
α
２
，ｓｉｎ

α
２
珗（ ）狀 　　α∈ ［０，２π］

珗狀为单位矢量。

给定一个单位四元数，其对应的姿态矩阵与单位四元数之

间有如下关系：

犚（狇）＝ η
２
＋珗狇（ ）

２ 犐３＋２η犛 珗（）狇 ＋２珗狇
犜珗狇 （２）

式中，犐３ ∈ 犚
３×３ 为 单 位 矩 阵。记 载 体 的 欧 拉 角 为 Θ ＝

 θ［ ］ψ ，则姿态矩阵可表示为

犚（Θ）＝

犮θ犮ψ 犮狊ψ＋狊φ狊θ犮ψ 狊狊ψ＋犮狊θ犮ψ

犮θ狊ψ 犮犮ψ＋狊狊θ狊ψ －狊犮ψ＋犮狊θ狊ψ

－狊θ 狊犮θ 犮犮

熿

燀

燄

燅θ

（３）

　　定义实际姿态矩阵犚与期望姿态矩阵犚犱 间的误差为

珟犚＝犚犚
犜
犱 （４）

　　 记狇 ＝ η，珗（ ）狇 ＝ η 狇１ 狇２ 狇［ ］３ 和 狆 ＝ ε，珝（ ）狆 ＝

ε 狆１ 狆２ 狆［ ］３ 为两个单位四元数，定义四元数乘法为

狇狆＝ ηε－珗狇珝狆
犜，η珝狆＋ε珗狇＋犛 珗（）狇珝狆（ ）

犜 （５）

２　四旋翼系统原理及模型

四旋翼无人机通常分为 “Ｘ”型和 “＋”型，具有４个输入

６个输出，是典型的欠驱动系统。四旋翼通过控制４个独立的

电机和螺旋桨的转速来实现飞机的升降、俯仰、滚转和偏航等

运动。四元数是描述三维空间中刚体转动和移动的简洁有效的

数学工具，可以有效避免奇异点的出现，并且具有计算高效等

特点。将四旋翼无人机看做刚体结构，假设其重心位于机体坐

标系原点，电机无安装误差角，且电机升力面与飞机质心位于

同一平面。利用四元数对四旋翼动力学和运动学建模，将四旋

翼分解为位置子系统∑１
和姿态子系统∑２

，得到以下模型：

∑１
：
ξ
·

＝狏，　　　　　　　

狏
·
＝犵犲３－

犜
犿
犚（狇）

犜犲３烅
烄

烆
，

∑２
：
狇
·
＝
１

２
狇珔ω，

ω
·
＝τ－犛（ω）ω

烅
烄

烆

烅

烄

烆 ，

（６）

式中，ξ，狏∈犚
３为四旋翼机体在惯性坐标系下的位置和速度，犵

和犿为四旋翼机体的质量和重力加速度。定义矢量珔ω ＝

０，ω（ ）
犜 犜 ，其中ω∈犚

３ 表示机体坐标系下的角速度。犲３ ＝

［０ ０ １ ］犜 为狕轴的单位向量。犜和τ∈犚
３分别作用在机体

上的升力和控制横滚、俯仰及偏航的力矩。犛（ω）是关于ω的

反对称矩阵，对于ω＝ ω１ ω２ ω［ ］３
犜 有

犛（ω）＝

０ －ω３ ω２

ω３ ０ －ω１

－ω２ ω１

熿

燀

燄

燅０

（７）

３　控制器设计及收敛性分析

３．１　问题描述

考虑无人机编队有犖＋１个成员，指定编号为１的无人机

为编队领航者。假设每架无人机都可以通过自身的传感器和无

线通信网络获取自身和编队其他成员的状态信息。根据无人机

之间信息交互关系可以将无人机编队建模成图的形式。假设无

人机通信拓扑图为无向连通图，如图 （１）所示，在编队开始

时，各编队成员通过无线通信网络获取自身和编队其他成员状

态信息后，通过一致性算法协商得出编队期望的位置中心和期

望速度，并将其输出到位姿控制器，驱动执行元件使无人机向

预定编队中心靠拢聚集，达到指定间距后，完成编队任务。

图１　四旋翼编队示意图

不考虑编队中的四旋翼的差异性，即四旋翼为同构系统，

且都符合模型 （６），即

∑犻１
：
ξ
·

犻 ＝狏犻，　　　　　　　

狏
·
犻 ＝犵犲３－

犜犻
犿犻
犚（狇犻）

犜犲３
烅

烄

烆
，

∑犻２
：
狇
·
犻 ＝

１

２
狇犻珔ω犻，

ω
·
犻 ＝τ犻－犛（ω犻）ω犻

烅
烄

烆

烅

烄

烆 ，

（８）

　　定义第犻架无人机的位置误差珓ξ犻 ＝ξ犻－ξ犱－δ犻，速度误差

为珘狏犻＝狏犻－ξ
·

犻犱 ，角速度误差珘ω＝ω－犚ω犱 ，对其分别求导得到

第犻架无人机的误差系统模型为：

珓ξ

·

犻 ＝狏犻

珘狏
·

犻 ＝犵犲３－
１

犿
犚犻犱犲３犜犻犱 －ξ

··
犻犱 ＋

１

犿
犐－珟犚（ ）犻犱 犲３犜犻犱

珘狇
·

犻 ＝
１

２
（犛（珘狇犻）＋η犻犐３）犻

珘ω
·

犻 ＝犑
－１（τ犻犱 －（珘ω犻＋珟犚犻ω犻犱）×犑（珘ω犻＋珟犚犻ω犻犱））

　　　－珟犚犻（ω犻犱 －犛（珘ω犻）ω犻犱

烅

烄

烆 ）

（９）

式中，狀犻犱 ＝犚犻犱犲３为期望姿态矩阵的最后一列，犜犻犱和τ犻犱为系统

控制量。记珘狇＝ （珘η，狇
～
→

）为误差四元数，其计算满足四元数乘法

运算法则：

珘狇＝狇狇犱 ＝ （ηη犱－珗狇珗狇
犜
犱，η珗狇犱＋η犱珗狇＋犛（珗狇）珗狇

犜
犱） （１０）

　　珟犚为姿态误差矩阵，由式 （２）可得：

珟犚＝ （珘η
２
＋狇

～
→
２）犐３＋２珘η犛（狇

～
→

）＋２狇
～
→
犜
狇
～
→

（１１）

　　本文要做的工作是为第犻架四旋翼无人机设计虚拟控制量

升力犜犻和控制力矩τ犻，使四旋翼编队保持固定队形和固定距

离，即使得

狏犻→狏犼 →狏犱 ，且ξ犻－ξ犼 →δ犻－δ犼 ＝δ犻犼

式中狏犱 为编队参考的期望速度，δ犻犼 为第犻架无人机和第犼

架无人机之间的期望距离，并且满足δ犻犼 ＝－δ犼犻 。

３．２　控制器设计

根据级联系统分析方法将四旋翼误差系统模型分解为位置

误差子系统和姿态误差子系统［１０］

∑１
：

珓ξ

·

犻 ＝珘狏犻

珘狏
·

犻 ＝犵犲３－
１

犿
狀犻犱犜犻犱 －珓ξ

·

烅
烄

烆
犻犱

（１２）
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卷· ６６　　　 ·

∑２
：

珘狇
·

＝
１

２
（犛（珘狇犻）＋η犻犐３）珘ω犻

珘ω
·

犻 ＝犑
－１（τ犻犱 －（珘ω犻＋珟犚ω犻犱）×犑（珘ω犻＋珟犚犻ω犻犱））－

　　　珟犚犻（ω犻犱 －犛（珘ω犻）ω犻犱

烅

烄

烆 ）

（１３）

　　下面参考文献利用ＢａｃｋＳｔｅｐｐｉｎｇ方法分别设计位置子系

统控制器和姿态子系统控制器．

首先，定义系统状态与虚拟反馈之间的误差

狕１ ＝珓ξ犻

狕２ ＝珘狏犻－α１ 狕（ ）｛ １

（１４）

式中，α１ 为虚拟控制量。现对每一个虚拟反馈定义一个犞 函

数，使每一个状态分量具有适当的渐进性，式 （１４）本质上是

一个微分同胚，为了镇定原系统，只需镇定原系统状态与虚拟

反馈量之间的误差即可。

第１步：对狕１ 求时间导数，得

珘狕１ ＝珓ξ

·

犻 ＝珘狏犻 （１５）

　　定义第一个Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：犞１ ＝
１

２
狕犜１狕１ ，取

α１ ＝－犽１狕１ ＝－犽１珓ξ犻，则得

狕１ ＝α１（狕１）＋狕２ ＝－犽１狕１＋狕２
犞１ ＝狕

犜
１
狕１ ＝狕

犜
１ α１ 狕（ ）１ ＋狕（ ）２ ＝－犽１狕

犜
１狕１＋狕

犜
１狕｛ ２

（１６）

　　显然，如果狕２＝０，由上式知狕１渐进稳定，但一般情况下狕２

≠０，为此需要进行下一步设计，使狕２具有期望的渐进特性。

定义第二个Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：犞２ ＝
１

２
狕犜１狕１＋

１

２
狕犜２狕２ ，

犞２ 关于时间的导数为：

犞２ ＝－犽１狕
犜
１狕１＋狕

犜
１狕２＋

狕犜２ 犵犲３－
１

犿
狀犻犱犜犻犱 －ξ

··

犻犱 ＋犽１ 狕２－犽１狕（ ）（ ）１ （１７）

　　取
１

犿
狀犻犱犜犻犱 ＝犵犲３－珋ξ犻犱 ＋ １－犽（ ）

２ 狕１＋ １＋犽１犽（ ）２ 狕２ ，

此时，犞２ ＝－犽１狕
犜
１狕１－犽２狕

犜
２狕２ ，式中犽１，犽２ 均为正常数。

因此，狕１和狕２指数收敛于０，该子系统是全局指数稳定的。根

据姿态矩阵的性质可知狀犻犱 是一个单位向量，即 ‖狀犻犱‖ ＝１，

因此得到编队中每位成员的期望升力犜犻犱 和虚拟控制量狀犻犱 ：

犜犻犱 ＝ ‖犵犲３－ξ

··

犻犱 ＋（犽１＋犽２）珘狏犻＋（１＋犽１犽２）珓ξ犻‖

狀犻犱 ＝
（犵犲３－ξ

··

犻犱 ＋（犽１＋犽２）珘狏犻＋（１＋犽１犽２）珓ξ犻）

犜犻犱

（ ）
烅

烄

烆 犿

（１８）

式中，狀犻犱 满足约束方程 ‖狀犻犱‖＝１，由于狀犻犱 中并不包含所有

期望的姿态信息，在这里可以令飞行器在飞行过程中保持航向

角为０° ，即ψ犻犱 ＝０，通过计算可以得到犻犱 和θ犻犱 ，根据式

（３）得到期望姿态矩阵犚犻犱 ，进而根据式 （２）得到期望四元

数η犻犱 和珗狇犻犱 ，通过式 （１０）即可得到四元数误差珘η犻和狇

～

犻。

利用同样的方法为姿态子系统设计控制律使其全局指数稳

定，定义姿态子系统系统状态与虚拟反馈之间的误差

狕３ ＝狇

～

犻

狕４ ＝珘ω－α２（狕３｛ ）
（１９）

　　其中：α２ 为虚拟控制量。

编队控制中主要关心飞行器的位置控制子系统。因此，下

面直接给出四旋翼无人机犻的姿态子系统反演控制律，具体推

导过程参考文献 ［１０］。

τ犻犱 ＝ω犻×犑ω犻＋犑（（珟犚犻ω犻犱 －珟犚犻犛（珘ω犻）ω犻犱）＋α２（ε３）－

犽４ε４－
１

２
（－犛（ε３）＋ １－ε

犜
３ε槡 ３犐３）ε３） （２０）

　　参考信号由编队成员通过一致性算法协商得出。这里参考

信号需满足一定的约束条件，假设参考信号ξ犻犱 ，

ξ犻犱，ξ

··

犻犱 及ξ
（３）
犻犱

均有界，且对所有编队成员均可见。期望位置ξ犻犱 和期望速度

狏犻犱 通过取编队中所有成员加权平均值得到：

ξ犻犱 ＝
１

犖犻∑

犖
犻

犼＝１
ξ犼 （２１）

狏犻犱 ＝
１

犖犻∑

犖
犻

犼＝１

狏犼 （２２）

　　这就将编队问题转化成给定参考信号的轨迹跟踪问题，式

中犖犻为编队中与第犻架无人机为邻居的飞行器的数量。考虑

编队通信拓扑为无向全通图时的情形，此时除领航者外，编队

中任意飞行器具有同等地位，因此可以忽略下标犻，将式

（２１）和式 （２２）改写成如下形式：

ξ犱 ＝
１

犖∑
犖

犼＝１
ξ犼，狏犱 ＝

１

犖∑
犖

犼＝１

狏犼 （２３）

　　通过反演控制律可以保证编队中第犻架无人机ξ犻→ξ犱＋δ犻，

狏犻→狏犱 ，则可以保证ξ犻－ξ犼 →δ犻－δ犼 ＝δ犻犼 ，狏犻→狏犼 。

４　实验仿真

４．１　参数设置

不考虑四旋翼系统之间存在的差异，假设系统质量犿 ＝

０．６ｋｇ，转动惯量分别为犑狓 ＝犑狔 ＝０．２ｋｇ·ｍ
２，犑狕 ＝０．０４

ｋｇ·ｍ
２。设置编队规模犖＝５，犽１＝１０，犽２＝１０，指定编号

为５的四旋翼为领航者，其余四架为跟随者，假设领航者向外

广播自身的状态信息，跟随者均能实时接收，并且跟随者之间

的通信拓扑为无向连通图。跟随者初始位置矩阵犘０ 为：

犘０ ＝ ξ１０ ξ２０ ξ３０ ξ［ ］４０ ＝

０．８ －１．５ －０．４ １

１．５ ０．９ －０．５ －１．２

０ －２ －１．

熿

燀

燄

燅５ ０

　　领航者在固定高度做匀速圆周运动，其运动轨迹为：

狓＝ｃｏｓπ狋

狔＝ｓｉｎπ狋

狕＝
烅

烄

烆 ５

用来描述编队队形的相对位置偏差为：

δ＝ δ１ δ２ δ３ δ［ ］４ ＝

０ －０．５ ０ ０．５

０．５ ０ －０．５ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

仿真时间为９．５ｓ，仿真步长为０．００１ｓ。

４．２　仿真结果

根据以上参数，用 ＭＡＴＬＡＢ中Ｓｉｍｕｌｉｎｋ模块搭建系统模

型，并对控制算法进行验证。图２为编队仿真的三维轨迹图。

图中黑色曲线为领航者的运动轨迹，三角形 “△”表示每架四

旋翼无人机的最终位置。仿真开始时，领航者在空中做圆周运

动，跟随者在地面的不同位置，起飞后接收领航者的状态信息，

首先编队成员通过协商计算得到编队中心位置，并以此作为参

考跟踪信号，算法式 （１８）最终使五架四旋翼收敛至预定编队
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队形。通过设置不同的相对位置误差可以方便地设计各种队形。

图２　四旋翼编队轨迹仿真曲线

图３　犡方向无人机位置与速度变化曲线

图３～图５分别从犡犢犣三个方向显示了机群成员在编队形

成和机动过程中位置和速度的变化规律。从图中可以看出，跟

随者在起飞后迅速向领航者靠拢，在狋＝１ｓ时跟随者距离领航

者趋于指定位置，并且与领航者保持相同的速度，能够很好地

跟踪领航者的轨迹变化，验证了本文所提编队策略的有效性。

图４　犢 方向无人机位置与速度变化曲线

图６为编队成员协商计算得出的编队中心轨迹与领航者轨

迹之间的误差，可见，编队中心最终收敛于领航者所在位置。

５　结论

针对四旋翼无人飞行器编队控制问题，用单位四元数描述

其非线性动力学模型和运动学模型。采用跟踪编队几何中心的

方法实现编队控制。编队开始时编队成员通过无线网络交换位

置、速度等状态信息，计算协商得出编队几何中心，并以此作

为参考信号，通过Ｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇ方法为每一架无人机设计了时

变反馈控制律，这将编队问题转化为给定参考信号的跟踪问

图５　犣方向无人机位置与速度变化曲线

图６　参考轨迹与领航者轨迹误差

题，通过 ＭＡＴＬＡＢ仿真检验了该方法在大角度快速机动时的

有效性，仿真结果表明该方法计算速度快、精度高，提高了编

队系统收敛速度。目前方法尚未考虑朝向一致问题和包含最大

速度约束下的编队问题，后续研究将考虑朝向一致以及在最大

速度约束等约束条件下设计编队生成、保持及重构方法。
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