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摘要：针对机械臂Ｄ－Ｈ参数和关节电机减速比不精确导致机械臂绝对定位精度降低的问题，提出了在利用几何分析标定机械臂Ｄ－Ｈ

参数的基础上，通过分析关节实际旋转角度和相应电机编码器码值的线性关系，标定关节电机减速比的方法；针对关节角误差微分补偿法计

算量大的缺点，通过推导机械臂末端位姿矩阵误差和关节角误差之间的微分关系建立误差模型，求解关节补偿角，避免了雅各比矩阵的求

取，提高了计算效率；最后采用三维激光跟踪仪搭建测量系统，完成了一种６自由度机械臂的标定及补偿实验；实验结果表明，通过参数标

定及误差补偿，机械臂的绝对定位误差均值从标定前的２．８３ｍｍ和１．１４°降低到０．５４ｍｍ和０．２４°，验证了方法的有效性。
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０　引言

近年来，移动机械臂的研究逐渐受到重视，因其兼有机械

臂的操作灵活性和移动机器人的可移动性，应用领域和前景非

常广泛，如反恐排爆、废墟救援等。相较一般工业机械臂重复

定位的定位方式，移动机械臂的定位方式为绝对定位，依赖于

精确的运动学模型［１］。

传统上将主要的制造、装配误差归结为机械臂各关节的连杆

参数误差和运动变量误差，即Ｄ－Ｈ参数误差，并进行标定
［２４］，

从而获得精确的运动学模型，标定方法主要有以下两类。

首先是基于误差模型的方法，即推导出机械臂末端位姿误

差与Ｄ－Ｈ参数误差之间的微分关系，将微分方程线性化得到

线性方程组，通过解方程组得到Ｄ－Ｈ参数误差
［３１０］，优点是

测量数据少、实时性好，缺点是公式复杂、存在收敛性问题，

且依赖于机械臂关节角的准确性。

其次是基于几何分析的方法，从Ｄ－Ｈ参数的几何意义出

发，测量并拟合关节旋转轴，进而构建Ｄ－Ｈ坐标系，最后解

析Ｄ－Ｈ参数
［１１１３］，优点是测量数据具有完备性、无收敛性

问题，缺点是测量工作量大。

为增加输出转矩，增强负载能力，机械臂关节电机通常装

配多级减速装置［４］，而制造、装配过程中轴线歪斜等因素造成

的减速比误差会导致关节角出现累积误差，进而降低机械臂的

绝对定位精度，这无法归结为Ｄ－Ｈ参数误差，也需要标定。

哈工大张连新在改造 Ｖ０１焊接机器人时提出通过三角函数计

算关节减速比的方法［１４］，但仍只着眼于重复定位。

在标定出相关参数后，需要对其误差进行补偿，补偿方法

有关节空间补偿、基于神经网络的补偿及微分补偿等［１５］，其

中微分补偿法无需修改控制程序中的运动学模型，应用更广

泛，但需要计算雅各比矩阵，进而推导误差模型，公式复杂、

计算量大、收敛速度慢［１３］。

为提高机械臂的绝对定位精度，需要一种能综合标定Ｄ－

Ｈ参数和关节减速比，并对其误差做出补偿的方法。本文在

利用几何分析标定机械臂Ｄ－Ｈ参数的基础上，通过分析关节

实际转角和电机编码器码值的线性关系，标定了关节电机减速

比，提高了标定效率；针对微分补偿法计算量大的缺点，通过
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推导位姿矩阵误差和关节转角误差之间的微分关系，从而建立

误差模型，避免了雅各比矩阵的求取，提高了计算效率。实验

验证了方法的有效性。

１　运动学变换

本文以６自由度核工业移动机械臂为例进行研究。该机械

臂用于在非结构环境下对反应堆防护罩等设备进行维护，具有

操作灵活的特点。

设与基座相连的关节到末端关节的序号依次为１到６。采

用改进的Ｄ－Ｈ模型构建机械臂的关节坐标系 （右手坐标系）。

机械臂的三维构形及其关节坐标系如图１所示。为简洁起见，

图中仅绘制了关节坐标系的狓轴和狕轴。

图１　机械臂Ｄ－Ｈ坐标系

根据改进Ｄ－Ｈ模型的构建方法及各关节杆件尺寸的设计

值，得到机械臂Ｄ－Ｈ参数的名义值见表１。

表１　机械臂Ｄ－Ｈ模型参数的名义值

关节序号ｉ α／（°） 犪／（ｍｍ） θ（°） 犱／（ｍｍ）

１ ０ ０ ０ ０

２ ９０ ２４７．５ ９０ ０

３ ９０ ０ ０ ２８９．５

４ －９０ ０ ０ ０

５ ９０ ０ ０ ３３５．５

６ －９０ ０ ０ ０

关节ｉ－１坐标系到关节ｉ坐标系的变换矩阵为

犜犻－１
犻
＝ 犇狓（犪犻）·犚狓（α犻）·犇狕（犱犻）·犚狕（θ犻）＝

狀狓 狅狓 犪狓 狓

狀狔 狅狔 犪狔 狔

狀狕 狅狕 犪狕 狕

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

（１）

　　其中：犇狓、犇狕分别表示沿狓轴和狕轴的平移变换算子，犚狓、

犚狕 分别表示绕狓轴和狕轴的旋转变换算子，犻＝１，２，．．．，６。

机械臂基座标系到末端关节坐标系的变换矩阵为

犜犺０ ＝犜
１
０·犜

２
１·．．．·犜

６
５·犜

犺
６ （２）

　　其中：犜犺６ 为机械臂末端关节坐标系到执行器 （一般与末端

关节固连）坐标系的变换矩阵。

２　犇－犎参数标定

测量单关节旋转时机械臂末端运动轨迹，根据运动轨迹上离

散点的三维坐标拟合关节旋转轴，进而构建各关节的Ｄ－Ｈ坐标

系，根据定义，通过几何分析得到机械臂的Ｄ－Ｈ参数
［１１，１３］。

首先，控制机械臂运动达到图１所示的标定位形，在关节

末端安装标记点。然后按照从６关节到１关节的顺序，进行单

轴旋转，其它关节保持当前关节角。各关节按照一定方向旋转

多次，每次旋转一定角度，记录末端标记点圆弧运动轨迹上离

散点的静态三维坐标。

２１　拟合关节旋转轴

测量得到关节旋转时末端标记点圆弧运动轨迹上的离散点

坐标后，按照以下步骤拟合关节旋转轴：

１）取圆弧轨迹上相距尽量远的三点，按旋转方向依次设

为Ａ、Ｂ、Ｃ。取点Ａ为原点，向量 →犃犅 为ｘ轴方向，向量 →犃犅

× →犃犆作为ｚ轴方向，根据右手法则确定ｙ轴，建立临时坐标

系，如图２所示。

图２　构建临时坐标系

２）将测量点在测量坐标系中的坐标转换到临时坐标系中，

在临时坐标系中拟合旋转平面，得到如下形式的平面方程

狕＝犪＋犫·狓＋犮·狔 （３）

　　３）在拟合得到的旋转平面上建立平面坐标系，将测量点

坐标转换到平面坐标系中，拟合旋转圆曲线，得到圆心坐标。

最后，将平面法向量及旋转圆曲线的圆心坐标转换到测量

坐标系中，得到平面法向量和圆心Ｓｉ。平面法向量单位化得到

关节坐标系的ｚ轴 （由旋转方向及右手法则确定方向），即犣犻。

２２　解析犇－犎参数

根据拟合的关节旋转轴，先构建Ｄ－Ｈ坐标系，然后解析

Ｄ－Ｈ参数。对于图１中机械臂，具体过程如下：

１）作犣１ 和犣２ 的公垂线犔１ （方向和犣１×犣２ 相同），犔１ 和

犣１ 的交点作为１关节坐标系的原点犗１；以犔１ 的方向为１关节

坐标系的狓轴，即犡１；右手法则确定狔轴，即犢１；

同理可得２、４关节坐标系；

２）作犣３ 和犣４ 的公垂线犔３ （方向和犣４×犣３ 相同），犔３ 和

犣３ 的交点作为３关节坐标系的原点犗３；以犔３ 的方向为３关节

坐标系的狓轴，即犡３；右手法则确定狔轴，即犢３；

同理可得５关节坐标系；

３）以犔５ 和犣６ 的交点作为６关节坐标系的原点犗６，沿犔５

方向为６关节坐标系的狓轴，即犡６；右手法则确定狔轴，

即犢６；

综上得到各关节Ｄ－Ｈ坐标系。设关节ｉ的ｘ轴和ｚ轴的

基向量分别为→犡犻和→犣犻，则根据定义，Ｄ－Ｈ参数计算公式为

犪犻 ＝
犗犻－１
→犗犻·→犡犻－１
→犡犻－１

（４）

犱犻 ＝
犗犻－１犗
→
犻·→犣犻
→犣犻

（５）

α犻 ＝犪ｃｏｓ（α犽）·ｓｇｎ →犣犻－１×→犣（ ）犻 ·
→犡犻－（ ）１ （６）

θ犻 ＝犪ｃｏｓθ（ ）犽 ·ｓｇｎ
→犡犻－１×→犡（ ）犻 ·

→犣（ ）犻 （７）

　　其中

α犽 ＝
→犣犻－１·→犣犻
→犣犻－１·→犣犻

，θ犽 ＝
→犡犻－１·→犡犻
→犡犻－１·→犡犻

，

狊犵狀是符号函数。
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３　减速比标定

为标定机械臂关节电机的减速比，在机械臂单关节转动、

测量末端标记点圆弧运动轨迹上散点坐标的同时，还需要记录

对应的关节电机编码器的输出值Ｅ．根据标记点的三维坐标及

编码器的码值数据，通过以下３个步骤解析得到机械臂各关节

电机的减速比。

１）计算关节实际旋转角度。此处旋转角度是指相对于关

节旋转起始位置的角度。如图３，对于关节犻，设机械臂末端标

记点圆弧运动轨迹上的起始点为犛，另任取轨迹上的其他它一

点犜，分别作犛、犜到关节旋转轴犣犻的垂线，与犣犻轴的交点分别

为犝、犞，则向量 →犝犛和 →犞犜 的夹角，即绕关节旋转轴犣犻的实际

旋转角度

θ犱 ＝犪ｃｏｓ
→犝犛· →犞犜
→犝犛 · →（ ）犞犜

（８）

图３　单关节转动时标记点轨迹

　　２）计算伺服电机旋转的角度θ犲 。伺服电机的编码器一般

与电机同轴紧密联接，出厂前已经安装校准，误差较小，可以

认为电机旋转角度与编码器旋转角度相同，因此电机旋转角度

可根据编码器输出值精确计算：

θ犲 ＝２π·
Δ犈

犈狀·犈犱
（９）

　　其中：Δ犈＝犈犜－犈犛是图３中点Ｔ和Ｓ对应电机编码器输

出值的差，犈狀 和犈犱 分别是编码器的线数及每线输出电平数。

３）最后计算关节减速比犓狉． 关节旋转时，记录了机械臂

末端标记点运动轨迹上多个位置的坐标及相应的编码器码值，

得到多组θｄ和θ犲 ，通过最小二乘法拟合θ犲 随θｄ变化的直线方

程，得到的直线斜率，即实际的关节减速比。

４　误差补偿

机械臂控制程序给出末端目标位姿和近似关节角θ犿 ，联

合标定的Ｄ－Ｈ模型参数计算关节补偿角度Δθ，进而得到补

偿后的关节角

θ犫 ＝θ犿 ＋Δθ （１０）

　　其中：θ犿 ＝（θ１犿，θ２犿，．．．，θ６犿）
犜 ，θ犫 ＝（θ１犫，θ２犫，．．．，θ６犫）

犜 ，

Δθ＝ （Δθ１，Δθ２，．．．，Δθ６）
犜 ．

下面求Δθ，等式 （２）两边对关节角θ求导，得到全微分

形式

犱犜犺０ ＝∑
６

犻＝１

犜
犺
０

θ犻
·犱θ犻 （１１）

　　当机械臂关节角度存在微小变化时，可以认为Δ犜犺０ 和Δθ

之间近似满足式 （１１）所述的线性关系，即

Δ犜
犺
０ ＝∑

６

犻＝１

犜
犺
０

θ犻
·Δθ犻 （１２）

　　其中

Δ犜
犺
０ ＝犜

犺
０犪－犜

犺
０犮 （１３）

　　是执行器位姿矩阵误差，犜犺０犪 和犜
犺
０犮 分别是执行器在世界坐

标系中的目标位姿矩阵和实际位姿矩阵，而矩阵犜犺０犮 和等式

（１２）中的偏微分矩阵由机械臂Ｄ－Ｈ参数及当前关节角度θ犿

计算得到。

坐标系间的变换是齐次变换，其变换矩阵具有如式 （１）

所示的形式，即第四行元素都为常数，微分结果为零，导致等

式 （１２）两边各矩阵的第四行全为零，因此在构建方程组时予

以舍去，以减少方程组的维数。需要说明的是，这样做不会带

来任何不利影响。

将式 （１２）等号两边矩阵的对应元素展开，得到１２维线

性方程组

犅＝犃·Δθ （１４）

　　其中矩阵犅是将矩阵Δ犜
犺
０ 的前三行展开形成的１２维列向

量，矩阵犃共有６列，其中第犻列是偏微分矩阵
犜

犺
０

θ犻
的前三

行展开形成的１２维列向量 （与矩阵Δ犜犺０ 的展开方式相同）。

不难看出，矩阵犃、犅的形式有多种，每一种之间并无本

质区别，只要等式左右两边矩阵元素相对应即可。其中一种形

式如式 （１５）和式 （１６）所示。

犅＝ （Δ犜犺犅〗１，１，（Δ犜
犺
犅〗２，１，（Δ犜

犺
犅〗３，１，［ ．．．

（Δ犜犺犅〗１，２，（Δ犜
犺
犅〗２，２，（Δ犜

犺
犅〗３，２，．．．

（Δ犜犺犅〗１，３，（Δ犜
犺
犅〗２，３，（Δ犜

犺
犅〗３，３，．．．

（Δ犜犺犅〗１，４，（Δ犜
犺
犅〗２，４，（Δ犜

犺
犅〗３， ］４

犜 （１５）

犃＝

犜
犺
０

θ（ ）１ １，１

犜
犺
０

θ（ ）２ １，１

… 犜
犺
０

θ（ ）６ １，１

犜
犺
０

θ（ ）１ ２，１

犜
犺
０

θ（ ）２ ２，１

… 犜
犺
０

θ（ ）６ ２，１

犜
犺
０

θ（ ）１ ３，１

犜
犺
０

θ（ ）２ ３，１

… 犜
犺
０

θ（ ）６ ３，１

犜
犺
０

θ（ ）１ １，２

犜
犺
０

θ（ ）２ １，２

… 犜
犺
０

θ（ ）６ １，２

犜
犺
０

θ（ ）１ ２，２

犜
犺
０

θ（ ）２ ２，２

… 犜
犺
０

θ（ ）６ ２，２

犜
犺
０

θ（ ）１ ３，２

犜
犺
０

θ（ ）２ ３，２

… 犜
犺
０

θ（ ）６ ３，２

？ ？ … ？

犜
犺
０

θ（ ）１ １，４

犜
犺
０

θ（ ）２ １，４

… 犜
犺
０

θ（ ）６ １，４

犜
犺
０

θ（ ）１ ２，４

犜
犺
０

θ（ ）２ ２，４

… 犜
犺
０

θ（ ）６ ２，４

犜
犺
０

θ（ ）１ ３，４

犜
犺
０

θ（ ）２ ３，４

… 犜
犺
０

θ（ ）６ ３，

熿

燀

燄

燅４

（１６）

　　式 （１４）为超定线性方程组，方程组的维数大于所求未知

数的个数，因此通过单步求解只能得到最小二乘解

Δθ＝犃＋·犅 （１７）

　　其中：犃＋ 表示不满秩矩阵犃的广义逆。

实际应用中，通过迭代求得满足精度要求的解，如图４所示。

首先，机械臂的控制主程序根据目标位姿和名义Ｄ－Ｈ模

型，进行运动学逆解，得到名义关节角。将名义关节角代入标

定得到的Ｄ－Ｈ模型，进行运动学正解，得到与其对应的机械

臂末端位姿矩阵。
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图４　误差补偿流程

然后，根据式 （１２）～ （１７）计算关节补偿角，用补偿后

的关节角替换名义关节角，并循环迭代，直到位姿误差满足要

求时停止，返回关节补偿角度。

仿真结果显示，上述算法只需迭代４次即可达到１０－１２ｍｍ

和１０－１２°的位姿补偿精度，满足实时性要求。

５　实验

实验采用加拿大北方数字公司 （ＮＤＩ）生产的Ｏｐｔｏｔｒａｋ三

维激光测量系统对机械臂末端执行器位姿进行测量和记录，它

不仅可以测量单个标记点的位置坐标，还能通过测量多个 （至

少３个）标记点构建刚体坐标系，并测量刚体的位姿信息。其

单轴坐标测量精度为０．１ｍｍ。

５１　犇－犎参数及减速比标定实验

实验中，按照关节角度 （０°，９０°，０°，０°，０°，０°）转动机械臂，

设定为机械臂的标定位形。测量标记点安装于机械臂末端执行

器处。

如图５所示，按照从６关节到１关节的顺序，每次旋转一

个关节，同时其它关节保持当前关节角。为兼顾测量仪器的测

量范围、机械臂的转动限制和测量数据的完备性，令每个关节

旋转２０次，每次旋转约２°，测量记录机械臂末端标记点的三

维坐标及关节编码器的码值。

图５　机械臂单关节转动

采用多次测量求平均值的方法，对原始三维坐标数据进行

滤波，从而在测量仪器精度的基础上，得到尽量精确的坐标数

据。实验中设定仪器的测量频率为１００次／秒，测量时间为１０

秒，经过求平均值滤波后得到标记点的坐标。

实验测得机械臂末端标记点圆弧运动轨迹上的一系列散点

坐标，根据本文方法，计算得到机械臂的Ｄ－Ｈ参数见表２。

表２　Ｄ－Ｈ参数标定值

关节序号ｉ α（°） 犪／（ｍｍ） θ／（°） 犱／（ｍｍ）

１ ０ ０ ０ ０

２ ８９．９８ ２４８．７３ ９０．４０ －２．１１

３ ９０．２４ １．６８ －０．４５ ２９１．５３

４ －９０．００ －０．２１ －１．０７ ０．０６

５ ９０．２１ ３．９４ －０．３１ ３３５．１５

６ －９０．０９ －２．３４ ０ ０

对比表１和表２可以看出，机械臂各关节Ｄ－Ｈ参数均有

微小误差，通过标定可以得到实际的Ｄ－Ｈ参数。

机械臂关节减速比的名义值由各级减速齿轮齿数的设计值

相乘得到。根据关节编码器输出值，结合测量得到的机械臂末

端坐标，通过计算得到机械臂关节减速比。表３中给出了各关

节减速比的名义值及标定值。

表３　关节减速比

关

节号

哈默纳科谐

波减速器

冯哈伯行

星减速器

工厂定制的

减速齿轮
Ｋｒ名义值 Ｋｒ标定值

１ １２０ １６２２４／２４５ － ７９４６．４５ ７９４７．７４

２ １２０ １６２２４／２４５ － ７９４６．４５ ７９６４．３４

３ １６０ ６７６／４９ ５２／２４ ４７８２．５９ ４８１５．６０

４ １２０ ２７０４／６３ － ５１５０．４８ ５１５７．６９

５ １６０ ６７６／４９ ３６／２０ ３９７３．２２ ４０２２．８５

６ １６０ ６７６／４９ ９０／４８ ４１３８．７８ ４１７０．５４

由表３可以看出，机械臂各关节减速比与设计值均存在一

定偏差，并且偏差幅度并不相同。这是由于１、２、４关节仅使

用了两级减速器，并且减速器本身精度较高，因此整体减速比

偏差幅度较小；３、５、６关节采用了多级减速，并且部分减速

齿轮加工误差较大，因此关节整体减速比偏差幅度较大。

５２　误差补偿实验

为检验标定效果，随机选取了１０组目标位姿，按照改进

的微分补偿法进行了误差补偿实验。

实验分为两组，一组采用名义减速比和补偿前的关节角；

另一组按照标定得到的关节电机减速比修改主程序，并且采用

补偿后的关节角。将机械臂末端位姿测量值和目标值进行比

对，得到位姿误差。以三轴合成的形式给出位置误差和姿态角

误差曲线如图６所示。

从图６中可以看出，与补偿前相比，补偿后的机械臂末端

位姿精度有明显提高。经过计算可知，补偿前，机械臂末端位

置误差均值为２．８３ｍｍ，姿态角误差均值为１．１４°；补偿后，

末端位置误差均值为０．５４ｍｍ，姿态角误差均值为０．２４°。通

过机械臂参数标定及补偿，其绝对位置精度提高了８０．８％，

姿态精度提高了７８．８％．

６　结论

首次提出了关节电机减速比误差对机械臂绝对定位精度的

影响，在利用几何分析的方法标定６自由度机械臂Ｄ－Ｈ模型

参数的基础上，通过分析关节实际旋转角度和关节电机编码器

输出值的线性关系，标定了关节电机减速比。针对微分补偿方

法计算量大的缺点，通过推导机械臂末端位姿矩阵误差和关节

角误差之间的微分关系建立误差模型，从而求解补偿角，避免

（下转第２７６页）


