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基于犅犘神经网络的排爆机械臂逆运动学分析

李文博，曹　兵，张云波
（南京理工大学 机械工程学院，南京　２１００９４）

摘要：机械臂逆运动学是已知末端执行器的位姿求解机械臂各关节变量，主要用于机械臂末端执行器的精确定位和轨迹规划，如何

高效的求解机械臂运动学逆解是机械臂轨迹控制的难点；针对传统的机械臂逆运动学求解方法复杂且存在多解等问题，提出一种基于ＢＰ

神经网络的机械臂逆运动学求解方法；以四自由度机械臂为研究对象，对其运动学原理进行分析，建立ＢＰ神经网络模型并对神经网络

算法进行改进，最后使用 ＭＡＴＬＡＢ进行仿真验证；仿真结果表明：使用ＢＰ神经网络模型求解机械臂逆运动学问题设计过程简单，求解

精度较高，一定程度上避免了传统方法的不足，是一种可行的机械臂逆运动学求解方法。
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０　引言

排爆机器人用于代替排爆人员搬运、转移和销毁可疑爆炸

物及其它有害危险品，有效避免了不必要的人员伤亡。目前，

排爆机器人在发达国家应用广泛，而我国由于起步较晚，仍处

于快速发展阶段。排爆机器人的机械臂运动学包括正运动学和

逆运动学两部分［１］。其中机械臂逆运动求解问题是机械臂运动

学分析的难点，一直受到国内外机器人研究者的关注。

机械臂逆运动学求解是正运动学求解的反过程，属于非线

性问题。机器人逆运动学求解的传统方法有迭代法、解析法和

几何法［２］。Ｐａｕｌ等提出的机械臂运动学解析解法对后来的机

械臂逆运动学问题研究具有指导性的作用［３］。Ｒｅｇｎｉｅｒ等提出

一种基于迭代法和分布式的算法，能够求出多种结构的六自由

度机械臂的位置逆解［４］。徐德等系统地分析了５自由度机械臂

的正运动学和逆运动学，证明该机械臂不存在奇异性位姿问

题［５］。蒋宏超等采用矩阵逆乘的解析解法求解机械臂的正运动

学模型，得到六自由度机械臂逆运动学的完整解析解［６］。李宪

华等针对六自由度模块化串联机械臂，提出采用几何方法求解

机械臂前３个关节、使用反变换法求解后３个关节的组合解

法，得到了机械臂逆运动学的完整解析解［７］。以上方法都可以

求解机械臂逆运动学问题，但具有一定的局限性，而且求解过

程复杂，涉及多解和奇异性等问题。随着科技的发展，机器人

的设计要求越来越高，这些传统方法已经满足不了机器人的性

能需求。因此，有必要寻求一种新的方法来求解机械臂逆运动

学。近年来，人工神经网络作为一种新技术引起了研究者的兴

趣，神经网络是一种模仿人类神经网络行为特征，进行分布式

并行信息处理的算法数学模型［８］。

机械臂逆运动学求解是一个复杂的非线性问题，而ＢＰ神

经网络具有较好的非线性拟合能力，ＬＭ （Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒ

ｑｕａｒｄｔ）最优化训练方法收敛速度快，特别适用于数据量较大

的复杂模型。因此，文中结合ＢＰ神经网络和ＬＭ 优化算法设

计一个三层ＢＰ神经网络模型来求解机械臂逆运动学，重点分

析四自由度机械臂的逆运动学求解，通过仿真不断调整神经网

络的模型参数，选取出仿真结果较好的参数，并对仿真结果进

行分析。

１　排爆机械臂运动学分析

文中以实验室自主研发的排爆机械臂为分析对象，该机械

臂由５个步进电机驱动，包含４个转动关节和一个末端夹手，

末端夹手只控制夹取物体，与运动学无关，所以运动学分析时

忽略夹手关节，其余的４个关节分别为底座回转、大臂回转、

小臂回转、手爪回转。

１１　建立机械臂坐标系

机械臂是由多个连杆串联而成，各连杆的关系由４个参数
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描述：公共法线距离犪犻、垂直于犪犻 所在平面内两轴的夹角

α犻、两连杆的相对位置犱犻、两连杆法线的夹角θ犻，其中犪犻 和

α犻两个参数描述单个连杆，犱犻和θ犻两个参数描述相邻两杆的关

系，这些描述机构运动关系的连杆参数称为Ｄ－Ｈ参数
［９］。建

立机械臂各连杆的固连坐标系，如图１所示。经过变换组合，

得到Ｄ－Ｈ的齐次变换矩阵如式 （１）所示：
犻－１
犻 犜 ＝狉狅狋（狕犻－１，θ犅狋狉犪狀狊（狕犻－１，犱犻）狋狉犪狀狊（狓犻，犪犻）狉狅狋（狓犻，α犻）＝

ｃｏｓθ犻 －ｓｉｎθ犻ｃｏｓα犻 ｓｉｎθ犻ｓｉｎα犻 犪犻ｃｏｓθ犻

０ ｃｏｓθ犻ｃｏｓα犻 －ｃｏｓθ犻ｓｉｎα犻 犪犻ｓｉｎθ犻

ｃｏｓα犻ｓｉｎθ犻 ｓｉｎα犻 ｃｏｓα犻 犱犻

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

（１）

　　
犻－１
犻 犜表示连杆犻＋１到连杆犻的齐次变换矩阵。机械臂的Ｄ

－Ｈ参数如表１所示：表中犪２ ＝３６０ｍｍ，犱１ ＝２４６ｍｍ，犱４ ＝

４７０ｍｍ。

图１　机械臂坐标系

表１　机械臂Ｄ－Ｈ参数表

杆件ｉ 关节变量 α犻 犪犻 犱犻

１ θ１ ９０° ０ 犱１

２ θ２ ０ 犪２ ０

３ θ３ ９０° ０ ０

４ θ４ ０ ０ 犱４

１２　正运动学分析

求解运动学方程包括正运动学和逆运动学两个方面。正运

动学求解指已知各杆的结构参数和关节变量，求末端执行器的

空间位姿，即求 ０
狀犜 。由表１中的结构参数求得机械臂的正运

动学方程如式 （２）所示：

０
４犜＝

０
１犜

１
２犜

２
３犜

３
４犜＝

狀狓 狅狓 犪狓 狆狓

狀狔 狅狔 犪狔 狆狔

狀狕 狅狕 犪狕 狆狕

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

（２）

　　狀狓 ＝犮１犮２犮３犮４＋狊１狊３犮４ ；狀狔 ＝－犮１狊３犮４

狀狕 ＝狊１犮２犮３犮４ ；狅狓 ＝－犮１犮２犮３狊４－狊１狊３狊４＋狊１犮４

狅狔 ＝犮１狊３狊４－犮１犮４ ；狅狕 ＝－狊１犮２犮３狊４

犪狓 ＝犮１犮２狊３＋犮１狊２犮３ ；犪狔 ＝０

犪狕 ＝狊１犮２狊３＋狊１狊２犮３－犮２犮３

狆狓 ＝犱４犮１狊２３＋犪２犮１犮２ ；狆狔 ＝０

狆狕 ＝犱４（狊１狊２３－犮２犮３）＋犪２（狊１犮２＋狊２）＋犱１

其中：狊犻 ＝ｓｉｎθ犻；犮犻 ＝ｃｏｓθ犻；狊犻犼 ＝ｓｉｎ（θ犻＋θ犼）

１３　逆运动学分析

机械臂逆运动轨迹控制的基础是逆运动学求解，即已知末

端执行器的空间位姿求解各连杆的关节变量，这里以解析法求

解机械臂逆运动学。首先式 （２）两边同时左乘 ０
１犜的逆矩阵，

可求得 １
４犜的两种表达式如式 （３）式 （４）所示，由于空间有

限且第３、４列与第１列结构相似，式 （４）进行简写。

１
４犜＝

１
２犜

２
３犜

３
４犜＝

犮２犮３犮４ －犮２犮３犮４ 犮２３ 犱４犮２３＋犪２犮２

０ ０ －犮２犮３ 犪２狊２－犱４犮２犮３

犮４狊３ 犮４－狊３狊４ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

（３）
１
４犜＝

０
１［ ］犜

－１０
４犜＝

狀狓
犮１
＋
狊１狀狔
犮２１

· · 狆狓
犮１
＋
狊１狆狔
犮２１

－
狊１狀狓
犮１

－
狊２１狀狔
犮２１

＋狀狕 · · －
狊１狆狓
犮１

－
狊２１狆狔
犮２１

＋狆狕－犱１

－
狀狔
犮１

· · －
狆狔
犮１

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

（４）

　　令式 （３）式 （４）的对应项 （２，１）相等可以求得关于θ１

的两组解：

－狀狓ｔａｎθ１－狀狔ｔａｎ
２
θ１＋狀狕 ＝０ （５）

ｔａｎθ１ ＝
－狀狓± 狀２狓－４狀狔狀槡 狕

２狀狔
（６）

　　令式 （３）式 （４）的对应项 （１，３） （１，４）分别对应相

等可以求得θ２ 的解：

犮２３ ＝
犪狓
犮１
＋
狊１犪狔
犮２１

犱４犮２３＋犪２犮２ ＝
狆狓
犮１
＋
狊１狆狔
犮

烅

烄

烆
２
１

（７）

｛＼犿犪狋犺狅狆｛＼狉犿犮｝＼狀狅犾犻犿犻狋狊｝２＝

犮１狆狓＋狊１狆狔－犮１犪狓犱４－狊１犪狔犱４
犪２犮１

２
（８）

　　令式 （３）式 （４）的对应项 （２，３）相等可以求得θ３

的解：

－犮２犮３ ＝－
狊１犪狓
犮１

－
狊２１犪狔
犮２１

＋犪狕 （９）

犮３ ＝
狊１犪狓
犮１犮２

＋
狊２１犪狔
犮２１犮２

－
犪狕
犮２

（１０）

　　令式 （３）式 （４）的对应项 （３，１）相等可以求得θ４

的解：

犮４狊３ ＝－
狀狔
犮１

（１１）

犮４ ＝－
狀狔
狊３犮１

（１２）

　　以上是基于矩阵逆乘的解析法求解机械臂逆运动学，求得

该四自由度机械臂存在两组解析解。但这种方法求解逆运动学

时存在两点不足：１）机械臂各关节角度间存在复杂的耦合关

系，使得解耦过程非常复杂；２）机械臂各关节角度与机械臂

末端的空间位置是多对一的关系，传统的解析解很难得到单一

的优化解，此时需要根据机械臂的结构特点选取优化解。而使

用神经网络求解机械臂逆运动学可以避免解析法的不足，提高

运算速度，满足系统实时性的需求。

２　犅犘神经网络设计

机械臂逆运动学求解实质就是由决定机械臂末端执行器位

姿的１２个变量去求解机械臂４个关节变量，这一过程可以使
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用神经网络模型来完成。神经网络具有非线性特征，能够很好

的逼近任意复杂的非线性系统，能够处理多输入多输出系统，

非常适合于多变量系统。

２１　神经网络结构设计

典型的ＢＰ神经网络包括输入层、隐含层和输出层，层与

层之间采用全互联方式，同层之间不存在连接，隐含层可以有

一层或多层，典型的三层网络拓扑结构如图２所示。

图２　典型三层ＢＰ神经网络结构图

文中依据四自由度机械臂设计了一个３层ＢＰ神经网络模

型来解决机械臂逆运动学的求解问题，网络包括输入层、隐含

层和输出层，隐含层采用单层结构。神经网络的输入是机械臂

末端执行器的空间位姿，即０
狀犜 ，考虑到

０
狀犜中有４个常量，所

以设定输入层有１２个神经元节点，每个节点接受一个输入信

号，１２个输入信号构成输入向量ｘ，如式 （１３）所示。

狓＝ ［狀狓，狀狔，狀狕，狅狓，狅狔，狅狕，犪狓，犪狔，犪狕，狆狓，狆狔，狆狕］ （１３）

　　神经网络的输出是机械臂的４个关节变量，构成输出向量

ｏ，如式 （１４）所示。

狅＝ ［θ１，θ２，θ３，θ４］ （１４）

　　网络的学习速率决定每一次循环训练中所产生的权值变化

量，一般情况下，倾向于选取较小的学习速率以保证系统的稳

定性，学习速率的选取范围在０．０１～０．８之间。隐含层的传递

函数为狋犪狀ｓｉｇ函数，由于整个网络的输出为任意值，所以输出

层的传递函数为ｐｕｒｅｌｉｎ函数。

２２　改进神经网络算法

基本ＢＰ神经网络的算法包括信号的前向传播和误差的反

向传播，即计算实际输出按从输入到输出的方向进行，而权值

和阀值的修正从输出到输入的方向进行［１０］。误差的反向传播

首先由输出层开始逐层计算各层神经元的输出误差，然后根据

误差梯度下降法来调节各层的权值和阀值，使修正后网络的最

终输出能接近期望值。系统对犘个训练样本的总误差准则函

数为：

犈狆 ＝
１

２∑
犘

狆＝１
∑
犔

犽＝１

（犜狆犽 －狅狆犽）
２ （１５）

　　ＢＰ算法的实质是求解误差函数的最小值问题。它采用非

线性规划中的最速下降方法，按误差函数的负梯度方向修改权

值，但这种算法在函数训练中存在学习效率低，收敛速度慢，

易陷入局部极小状态等问题，所以需要对ＢＰ算法进行改进。

ＢＰ算法的改进主要有两种途径，一种是采用启发式学习

算法，另一种是采用基于数值最优化理论的训练算法。文中使

用ＬＭ最优化方法对神经网络进行训练。ＢＰ算法中牛顿法的

收敛速度快，但在每一次的迭代中，牛顿法都需要求出表现函

数的二次导数 Ｈｅｓｓｉａｎ阵犃犽 ，如式 （１６）所示，这就使得计

算量变得很大，而ＬＭ 方法不需要计算 Ｈｅｓｓｉａｎ阵，Ｈｅｓｓｉａｎ

阵可以用式 （１７）来近似替代：

狓犽＋１ ＝狓犽－犃
－１
犽犵犽（１６）

犎＝犑
犜犑 （１７）

　　其梯度为：

犵＝犑
犜犲 （１８）

　　其中，犑是雅克比 （Ｊａｃｏｂｉａｎ）矩阵，它含有网络训练误差

的一阶导数，是权值和阀值的函数。犲是网络训练误差向量。

则权值和阀值的调整公式如式 （１９）所示：

狓犽＋１ ＝狓犽－［犑
犜犑＋μ犐］

－１犑犜犲 （１９）

　　当μ＝０时，式 （１８）变成具有近似Ｈｅｓｓｉａｎ阵的牛顿法。

当μ较大时，ＬＭ算法就更接近小步长的梯度法。在迭代过程

中，如果训练成功，就减小μ的值，如果训练失败，就增加μ
的值，这样表现函数最终会减小到一定值［１１］。

３　仿真与结果分析

ＭＡＴＬＡＢ是一种用于算法开发、数据可视化、数据分析

以及数值计算的高级技术计算语言和交互式环境，内部含有丰

富的调用函数。文中使用 ＭＡＴＬＡＢ的ｒｏｂｏｔｉｃｓ工具箱和神经

网络工具箱对机械臂进行建模和仿真。

３１　仿真设计

利用 ＭＡＴＬＡＢ的Ｒｏｂｏｔｉｃｓ工具箱建立四自由度机械臂的

模型，依据机械臂的结构确定各关节变量的取值范围，如表２

所示。

表２　各关节变量的取值范围

关节变量θ犻 取值范围（ｒａｄ）

θ１ －
π
２
～
π
２

θ１ ０～
π
２

θ３ －
π
４
～
π
２

θ４ －
π
２
～
π
２

将各关节变量的取值范围均分为５００份，在Ｒｏｂｏｔｉｃｓ工具

箱中进行正运动学求解，如此即可得到５００组仿真数据。从

５００组数据中随机选取部分数据，将其代入到第二节所求的机

械臂运动学方程中，求得的结果与模型一致，如此可以验证

ＭＡＴＬＡＢ所建模型是正确的。最后在５００组数据中每隔９组

选出１组作为神经网络的测试数据，共选出５０组测试数据，

其余的４５０组作为神经网络的训练数据。由于样本数据之间的

差异比较大，不利于神经网络的训练，所以在训练前对样本进

行归一化处理。

实验数据选定后，使用 ＭＡＴＬＡＢ神经网络工具箱对ＢＰ

神经网络进行训练，神经网络训练流程图如图３所示。实验过

程中不断的调整网络参数，经过一系列的仿真实验，对比实验

结果，最后选定神经网络的基本参数如表３所示。

表３　神经网络参数

网络参数 设定值

ｎｅｔ．ｔｒａｉｎＰａｒａｍ．ｅｐｏｃｈｓ １０００

ｎｅｔ．ｔｒａｉｎＰａｒａｍ．ｇｏａｌ ０．００１

ｎｅｔ．ｔｒａｉｎＰａｒａｍ．ｌｒ ０．０５
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图３　神经网络训练流程图

３２　结果分析

文中分别采用不同的方法对神经网络进行训练，训练结果

如表４所示，由于测试数据有５０组，为便于对比分析，所以

将变量的５０组绝对误差表示为取值区间。对比训练结果可知，

常规梯度下降法收敛速度较慢，误差较大；有动量的梯度下降

法学习过程容易发生动荡，导致训练失败，而且其收敛速度

慢，误差较大；有自适应ｌｒ的梯度下降法的收敛速度较快，

误差较小；相比前３种方法，采用ＬＭ方法收敛速度最快，仅

用了６次就达到训练的目标精度，绝对误差较小，仿真结果

较好。

目前选取隐含层的神经元数在理论上还没有一个明确的规

定，一般根据经验采取尝试法，通过对不同神经元数进行训练

对比，依据对比结果进行选取。当采用ＬＭ最优化方法训练神

经网络，使用不同组合的隐含层与输出层的神经元数得出的仿

真结果如表５所示，仿真结果表明虽然不同的隐含层与输出层

神经元数组合对仿真结果有影响，但其影响较小，小于使用不

同训练算法对神经网络的影响。

表４　使用不同算法的仿真结果

训练算法
训练

次数

绝对误差

θ１（狉犪犱） θ２（狉犪犱） θ３（狉犪犱） θ４（狉犪犱）

梯度下降法 ４０９
－０．１２～

０．１１

－０．１０～

０．１１

－０．１０～

０．１０

－０．１０～

０．１０

有动量的

梯度下降法
８５４

－０．１０～

０．１５

－０．０５～

０．１０

－０．０６～

０．１２

－０．１０～

０．１５

有自适应ｌｒ的

梯度下降法
４９

－０．０７～

０．１０

－０．０５～

０．０５

－０．０５～

０．１０

－０．０７～

０．１２

Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－

Ｍａｒｑｕａｒｄｔ方法
６

－０．００５～

０．００５

－０．００１～

０．００８

－０．０１～

０．０１

－０．０２～

０．０２

表５　不同神经元数组合的仿真结果

神经元数（个）

隐含层 输出层

训练

次数

绝对误差

θ１（狉犪犱） θ２（狉犪犱）θ３（狉犪犱） θ４（狉犪犱）

９ １ ５
－０．０１～

０．０３

－０．００５～

０．０１５

－０．０１～

０．０２

－０．０１～

０．０３

１０ ２ ４
－０．０４～

０．０４

０～

０．０１５

－０．０１～

０．０２

－０．０４～

０．０２

１１ ２ ５
－０．０２～

０．０４

－０．０１～

０．０２

－０．０１～

０．０２

－０．０２～

０．０４

１２ ４ ６
－０．００５～

０．００５

－０．００１～

０．００８

－０．０１～

０．０１

－０．０２～

０．０２

１３ ４ ６
－０．１～

０．１

－０．０２～

０．０６

－０．０５～

０．０５

－０．０５～

０．１

通过对比分析，可知当采用ＬＭ 方法训练ＢＰ神经网络，

设置隐含层神经元数为１２个，输出层为４个时的模型仿真结

果较理想，其训练误差曲线如图４所示，训练到第６次误差小

于０．００１，模型的收敛速度较快。底座关节变量θ１ 的仿真结果

如图５所示，仿真输出曲线ＢＰｏｕｔｐｕｔ与测试数据曲线ｏｕｔｐｕｔ

＿ｔｅｓｔ有很好的一致性。变量θ１的绝对误差如图６所示，相对

误差如图７所示，绝对误差在±０．００５之间，满足系统的设计

要求。相对误差在第２５组数据附近出现跳动，这是由于θ１ 的

取值范围为－
π
２
～
π
２
，第２５组数据θ１ ＝０，所以此处相对

误差较大，但其绝对误差较小，其他组数据的相对误差处于±

５％之间。

图４　网络训练误差曲线

图５　输出变量θ１的仿真曲线

图６　输出变量θ１的绝对误差

图７　输出变量θ１的相对误差

４　结论

文中基于ＢＰ神经网络提出一种机械臂逆运动学求解方

法，并对神经网络的训练算法进行改进，最后使用 ＭＡＴＬＡＢ
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神经网络工具箱对该方法进行仿真验证，仿真结果表明该方法

是可行的，并由仿真结果得出以下结论：不同的ＢＰ神经网络

训练算法对仿真结果有较大的影响，不同算法得出的仿真结果

差别显著，相比有其他３种方法，采用ＬＭ 法的收敛速度较

快，精度较高；神经网络采用ＬＭ训练方法时，改变不同的隐

含层与输出层的神经元数组合对仿真结果的影响较小。文中采

用改进算法的ＢＰ神经网络求解机械臂逆运动学具有较快的收

敛速度和较高的求解精度，可以满足复杂机械臂逆运动学求解

的需求。
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