基于龙格-库塔的弹道微分方程解算的FPGA实现
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摘要：针对火控计算中求解弹道微分方程组的速度、精确度以及资源配置间的冲突，设计了一种在FPGA硬件平台上实现、基于龙格-库塔的微分方程组求解器。通过在方程组之间以及方程内的计算步骤中采用多通道二级并行的方式实现算法硬件加速。实验结果表明，对于精度要求高、计算复杂度大的微分方程组，FPGA硬件实现的运算性能较传统的软件实现方式加速性能明显。
关键词：FPGA；龙格-库塔；并行运算

中图分类号：                           文献标识码：
The FPGA Design for the Solution of Ballistic Differential Equation Based on Runge-Kutta
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Abstract: In order to solve the calculation problem of the ballistic differential equations: the conflicts between the calculating speed, accuracy and the resource consumption, the design put forwards a kind of FPGA hardware differential equation solver based on Runge-Kutta. The design realizes the hardware acceleration by applying a two-stage parallel processing in several channels to deal with the calculation of the equations and the steps in each equation. The experiment shows that, for the complex equations of higher accuracy demand, the FPGA hardware implementation has a better accelerating effect than traditional software implementation.
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0引言
火控计算的核心是准确、实时地求解射击诸元。当前，射击诸元的求取一般有两种方法：射表计算和弹道微分方程求解。相较于射表计算的数据处理并查表计算，使用弹道微分方程求解具有通用性好、精度高的优点[1,2]。龙格-库塔（Runge-Kutta）法是求解弹道微分方程的方法之一，它是一种经典的微分方程数值解法，其思想是在积分区间内进行插值，优化整体斜率得到更新结果。随着武器系统的不断发展，弹道方程的计算日趋复杂化。而计算精度要求的提高使得龙格-库塔迭代次数的增加，导致计算量成倍的增大，影响了计算的实时性。当前，传统的软件计算常采用
一些引导算法[3]和变步长的龙格-库塔来减少迭代的次数进行精度和速度的优化；但若需要兼顾计算精度和速度时，需要采用多CPU并行加速，占用大量资源。因此，当前软件平台的改进方案仍不能有效解决计算速度、精确度以及资源之间的巨大冲突。

随着FPGA（Field Programmable Gate Array，现场可编程门阵列）技术的不断成熟，其硬件实现的高速、高集成低成本、可在线编程等优点愈发突显出来。当前，FPGA浮点计算单元的设计在不断发展与优化，已有的浮点运算单元计算精度及速度日臻完美，这为FPGA实现硬件加速提供了重要保障。

针对弹道微分方程组的维度高、变量计算复杂等问题，设计中采用并行化的方法进行实现。结合FPGA作为广泛使用的可编程逻辑器件，其配置灵活、能实现并行设计的特点，本文在FPGA平台上设计实现龙格-库塔的弹道微分方程组的硬件求解电路。实现结果表明，硬件求解器的计算速度相比较于软件实现有了显著的提高且适用性较好。
1算法分析
1.1弹道微分方程的求解
一般而言，弹道方程是以方程组的形式进行描述。其中四自由度弹道微分方程组的表达式如下公式。
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式中，
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为弹轴坐标系角速度，
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为自转角速度。
由于各参数的数值计算需要大量的变换，其中主要涉及三角函数、反三角函数的计算以及四则计算等，因此该方程组的运算量相当巨大。而质点弹道、修正质点弹道和刚体弹道的外弹道统计分析结果表明，后两者的计算量是前者的3~20以及60~80倍[4]。
1.2龙格-库塔计算
龙格-库塔算法源于欧拉公式：
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其中，
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为选取步长，
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上一点。利用该公式，使用一次
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基于该思路而产生的龙格-库塔法的计算步骤如下：通过计算函数某些点上的函数值，经过对函数值作线性组合，构造一组近似计算公式，最后把近似公式与解的泰勒展开式进行比较，使得前面若干项相同得到一定精度的数值计算公式。其中，工程上用途广泛的典型四阶龙格-库塔计算公式[5]为:
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龙格库塔的一般计算流程如图1所示。
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图1 龙格-库塔流程

可以看出：该算法的计算流程是典型的迭代循环流，其每一步的求解都需要上一步的运算结果，前后两次计算具有相关性，针对循环步骤难以采取合适的加速实现。

依据上述弹道方程组的形式，我们主要研究一阶微分方程组的求解问题，我们只需将上述变量
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，函数
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理解为向量。例如，两个方程的方程组的计算公式[5]为：
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其中，
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在此方程的运算过程中，我们需要逐步进行
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）的计算，并进行迭代获得最终结果。
2系统设计与实现
由于方程组中各方程的解算所得结果需要同时到达，才能进行下一步数据运算处理。因此系统设计的核心在于方程组中各个方程的计算的并行运算化。

通过研究弹道方程组中各方程的特性和复杂程度，拟采用多通道并行运算[6,7]。由于方程组的各方程在进行内部计算时都具有大量复杂的数据处理形式，因此在各方程的内部也采用并行处理的机制进行设计，形成一个双层嵌套的并行设计结构，其整体结构如图2所示。
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图2 双层嵌套并行整体结构

2.1方程组并行设计

对于四自由度微分方程组，设计中采用四通道并行实现方式。可令中间变量分别为：
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。依据龙格-库塔计算原理，每一个通道将分别求取
[image: image25.wmf]iiii

K,L,M,N,(i=1,2,3,4)

。
观察其中
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的方程计算结构，发现其计算流程具有相似性，因此可以采用相同的设计结构进行计算，即将方程组的并行设计分为两类，其中
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的设计具有相互通用性。
由龙格-库塔计算公式知，在计算中各变量的计算中后者均需要使用前者的计算值，因此乘加运算单元可进行复用对计算结果逐步乘加运算计算中间结果直至求得单次的计算结果输出值，以
[image: image28.wmf]i
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为例，其中的数据流程如图3。
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图3 数据流程示意图
为减少完成大量数据进行相同的浮点运算的任务所必须执行的指令总数，使得单位时间内浮点运算单元的数据吞吐量大幅增加，提高并行计算结果输出进行乘法计算的效率，可采用SIMD(Single Instruction Multiple Data，单指令多数据)运算方式[8,9]：用控制逻辑来控制执行单元对两组数据分别执行相同的操作以实现多操作并行，如图4所示。
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图4 双精度SIMD结构
利用浮点SIMD指令数据通路的存储空间存放多组互相独立的浮点数据，将计算值融合到一个双精度浮点计算数据中，此数据进行运算相当于同时对多组浮点数据进行相同的浮点运算。
2.2方程内部并行设计

由于单个方程计算仍具有复杂性，其中涉及到多次求取三角函数并相乘的运算过程、一次除法运算、多次加减运算。因此，对于上述运算过程可以采用内部并行的方式，在扩大硬件面积的使用条件下，采用单个方程内部并行化运算的方式进行进一步加速。

由于除法模块计算周期、三角函数的求取周期决定单个方程的计算时间长度，因此以这几类运算次数为标准，在设计中选取最大周期路径，并将其他支路计算流程并行化。

方程内部结构统计分析得出：其中最长计算指令集包括指令有三次三角函数，三次乘法运算和一次除法运算；最后进行一次累加操作即可获得最终结果。其中
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的数据运算过程结构如图5所示。
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并行模块结构

单个方程的并行计算结构中，三角函数的三次计算由于数据均前后相关，因此采用串行运算的方式，采用一个三角计算单元；对三次计算结果进行多次累计乘法的运算需要两次乘法调用；最后调取数据进行除法运算。
对于中间变量
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N

的运算，由于仅涉及一次三角函数运算与两次乘法运算，因此采用串行流水进行计算，其计算时间能够满足小于
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的计算时间要求。计算模块结构如图6所示。
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计算模块结构

3仿真与结果分析
设计实现的硬件实验采用Xilinx ISE14.7作为编程工具，并在其Virtex-5 XC5VFX70T上实现整个设计；软件实验在Intel (R) Core (TM) i5-3470 CPU@ 3.2GHZ 3.19GHZ, 3.39GB内存的PC机上用C语言作为编程工具。
针对计算精度要求的不同，选取不同精度要求对同一方程进行多次数值计算，采用CPU计算性能进行对比。仿真中我们规定弹丸质心运动方程组：
（1）弹丸在全部飞行时间内章动角为0；
（2）弹丸的形状和质量分布均轴对称；
（3）弹道空间具有标准的气象条件；
（4）弹道空间地表为平面，重力加速度取平均值，方向垂直于地平面；
（5）忽略地球自传产生的科氏加速度。
设计的整个求解过程需要进行n次调用上述计算模块进行迭代循环。由于每次调用都需要进行数据交换，其中SIMD的仿真结果如图7所示。
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图7 SIMD仿真结果
图7中采用一位数据输入进行仿真测试，SIMD、并行通道计算数据的测试信号均正常，说明该设计正确可靠。

实验表明，随着精度要求的提高，迭代次数的增多，采用此设计有相当可观的加速比，其中软硬件加速结果见表1。
表1 软硬件加速比
	软件执行时间（ms）
	FPGA硬件执行时间(ms)
	加速比

	86.2
	7.7
	11.2


由测试结果可以看出，FPGA实现的算法运算器相对软件而言有很大的加速比。此测试结果的时钟为50MHZ，若提高系统时钟，还可以进一步提高运行速度。设计中资源使用百分比为11.3%，设计使用的硬件资源较小，对于更复杂的计算单元依旧可以扩展实现，即系统有足够资源实现复杂度更高的方程组的数值计算。

4结束语

本设计利用FPGA平台设计的可并行性，采用FPGA实现了龙格-库塔求解常规的弹道方程组的加速。实验结果对比显示：FPGA平台的求解方案具有更好的处理速度，能达到11.2倍的加速，可应用于此类微分方程组的求解。
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