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基于拟牛顿法的连铸结晶器热传导反问题求解

李　鹏１，刘春茂２
（１．西藏民族学院 信息工程学院，陕西 咸阳　７１２０８２；２．河南工业职业技术学院，河南 南阳　４７３０００）

摘要：在实际的工业过程中，热传导反问题广泛的存在于各个应用领域；由于连铸的生产环境恶劣，给连铸钢坯的测温造成了很大

的困难，导致连铸结晶器热传导反问题的求解是很困难的；在研究了热传导反演算法的基础上，基于连铸结晶器的有限的测量点，通过

热传导反演算法可以求出结晶器的热流密度，给连铸的优化和控制提供依据；在建立了连铸热传导反问题模型的基础上，提出了基于拟

牛顿法的连铸结晶器热传导反问题求解的改进算法，该算法可以有效的利用当前搜索过程中的信息，通过近似目标函数的二阶导数来加

快算法的搜索效率，采用了 Ｗｏｌｆ步长选择规则克服了算法收敛速率慢的缺点，并且该算法无需计算 Ｈｅｓｓｅｎ矩阵，能够有效降低计算的

复杂度；实验结果表明该算法能够快速有效的求解该问题；该方法用于连铸结晶器热传导反问题是可行的、有效的。

关键词：热传导；反问题；连铸 ；拟牛顿法
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０　引言

传热反问题是通过已知偏微分方程的解来反求偏微分方程

的边界条件，偏微分方程源项或者偏微分方程的系数等。因此

传热反问题被广泛的应用于工业生产的各个领域。连铸结晶器

温度场的反算，对连铸过程中钢坯的生产质量起着非常重要的

作用［１］。

国内外很多的学者都对热传导反问题有了很多研究［２４］，

文献［５ ６］采用了智能优化算法来求解该热传导反问题，智能

优化算法的特点是对该类复杂问题能给出一套求解框架，但大

多由于并行搜索计算时间较长，因此计算代价较高。文献

［７ ８］采用共轭梯度法代替智能优化算法，取得了较好的计算

效果，同时降低了计算时间。文献 ［９］采用拟牛顿法对二维

的抛物方程进行了反演计算，取得了较好的结果。文献 ［１０］

基于拟牛顿法的ＢＦＧＳ算法，提出了一种新的混合ＢＦＧＳ算法

来求解优化问题，加快了该算法的收敛性。文献 ［１１］利用实

际测量数据，将实际数据加入到反算过程中，大大提高了计算

的准确性。

本文在充分的研究了连铸结晶器热传导反问题的基础上，

将拟牛顿法应用到热传导反问题的求解中，提高了算法收敛速

率的同时降低了算法的计算时间。并且以现场的实测数据作为

基础进行了仿真实验，证明了该算法的有效性。

１　连铸结晶器传热正问题

１１　连铸工艺分析

连铸是钢铁生产中的一项重要工序，其主要目的是使钢水

逐渐冷却凝固成为合格质量的钢坯［１２］。如图１所示是一台弧

形连铸机的示意图，该连铸机是由结晶器、钢包、中间包、二

次冷却区、夹辊、及切割点等装置构成的。通过合理的选择连

铸的喷水冷却强度，我们可以使铸坯表面温度迅速下降达到目

标温度。铸坯在经历了二冷区之后，高温钢水会逐渐凝固成合

格的铸坯［１２］。
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图１　连铸机结构

１２　连铸凝固传热模型

在如下的一些假设情况下，我们基于傅里叶导热定理，可

以建立出连铸方坯的凝固传热模型。

１．２．１　基本假设

在连铸方坯凝固传热模型建立时，我们做如下假设：

１）不考虑凝固冷却收缩或者形变而引起的铸坯尺寸变化；

２）采用等效比热法来计算两相区的比热容；

３）不考虑流场对温度场的影响；

４）不考虑沿拉坯方向的热量传递。

１．２．２　微分方程

在以上假设的基础上可以得到连铸凝固传热二维模型的基

本导热微分方程为：

ρ犆犲
犜

狋
＝λ（


２犜

狓
２ ＋


２犜

狔
２
） （１）

　　其中：犜代表二维温度场；ρ为钢的密度；犆犲为钢的比热；狋

为时间；λ为导热系数；狓代表铸坯厚度方向；狔代表铸坯宽度

方向。

１．２．３　边界条件

铸坯在整个冷却过程中，通过了结晶器，二次冷却区，不

同的冷却段其水量大小不一样，因此每一段的边界条件并非完

全一样。

λ
犜

狓 狓＝０
＝犺犻（犜犫－犜狑） （２）

　　其中：犺犻可以表示铸坯表面与冷却水之间在二冷区第ｉ段

的等效综合换热系数 （Ｗ／ （ｍ２Ｋ））；犜狑 为目前冷却水温度

（℃）；犜犫 表示当前铸坯表面温度 （℃）。

犺犻 ＝
１５７６狑０．５４犻 ［１－０．００７５（犜－２７３．１３）］

α
（３）

　　其中：犻＝１，２…，狀分别看做每个冷却区编号；狑犻为第ｉ个

冷却区冷却水密度 （Ｌ／ｍ２）；，α为与连铸机有关的参数；ｈｉ为

冷却区ｉ的综合换热系数。

在连铸板坯生产工艺中，宽度和厚度方向的边界条件是对

称分布的。因此可以将模型的计算区域作对称处理，即在横截

面上，只计算厚度方向一半的区域，另一半区域的温度场分布

情况由对称性得到。铸坯的厚度、宽度、连铸机长度分别表示

为Ｔｈｉｃｋ，Ｗｉｄｔｈ和 Ｌｅｎｇｔｈ。所以在中心线上，有如下式子

成立：

λ
犜

狓 狔＝
１
２
犜犺犻犮犽

＝０ （４）

犜狓＝０ ＝犜犮 （５）

λ
犜

狔 狓＝犔犲狀犵狋犺
＝０ （６）

　　其中：犜犮 为浇铸初始温度，Ｌｅｎｇｔｈ为连铸机长度。

２　连铸结晶器传热反问题

由于针对不同工业过程，传热反问题都具有不同的形式。

结晶器是连铸生产过程中的核心部分，对钢坯的质量起着决定

性作用。而往往由于连铸生产过程中恶劣的生产环境，传感器

测量的温度并不可靠。由此依据一些不完备的信息来计算反演

结晶器热流密度对连铸生产过程来说是十分重要的。

２１　传热反问题的目标函数

连铸结晶器都有若干个测温点，这些测温点能够测量一部

分铸坯的表面温度，我们根据所测量的信息来反算结晶器的热

流密度。

犑（狇）＝∑
犖

犽＝１

［犜犮犪犾犽 （狇）－犜
犿犲犪
犽 ］

２ （７）

式中，狇为热流密度是我们需要反算的参数，犜
犮犪犾
犽 （狇）是计算温

度值，犜犿犲犪犽 （狇）是测量温度值，犖 表示一共有犖 个测温点。该目

标函数的意义是根据犖 个测温点的数据，来不断的校正我们

的计算温度，从而辨识出来热流密度的大小。事实上当有多个

测温点的时候，传热反问题本质上就变成了多目标优化问题，

优化目标和测温点的数目是一样多的。

２２　传热反问题的约束条件

传热反问题依然受到偏微分方程的约束，偏微分方程本质

上是描述狇热流密度和犜
犮犪犾
犽 （狇）计算温度之间的关系的，它们

满足如下的偏微分方程约束：

ρ犆犲
犜

狋
＝λ


２犜

狓
２

（８）

　　其边界条件为

λ
犜

狓 狓＝０
＝狇，λ

犜

狓 狓＝犔
＝０ （９）

　　由上式分析可知狇热流密度存在于偏微分方程的边界条件

上，我们的目的是寻找一个这样的狇，使得微分方程的解

犜犮犪犾犽 （狇）尽量的接近于我们的测量温度犜
犿犲犪
犽 。

３　基于拟牛顿法的连铸结晶器热传导反问题求解

３１　改进的犅犉犌犛算法

拟牛顿法被广泛的应用于无约束优化问题的求解中，与传

统的数值优化算法比较，拟牛顿法具有收敛速率快，不用计算

Ｈｅｓｓｅｎ矩阵的优点。很多研究者给出了不同的拟牛顿法。

拟牛顿法是由牛顿法发展而来的，牛顿法利用了二阶导数

的信息即Ｈｅｓｓｅｎ矩阵，但计算Ｈｅｓｓｅｎ矩阵工作量大，并且有

的目标函数的 Ｈｅｓｓｅｎ矩阵很难计算，或者有的目标函数根本

就不存在 Ｈｅｓｓｅｎ矩阵。那么拟牛顿法的思想就是利用一些其

它的信息来近似目标函数 Ｈｅｓｓｅｎ矩阵，使得该方法具有类似

牛顿法的收敛速率快等优点，同时克服了牛顿法的缺点。

考虑下面的无约束优化问题

ｍｉｎ犳（狓），狓∈犚
狀 （１０）

　　在当前点狓犽 处对目标函数进行二阶的泰勒展开可得：

犿犽（犱）＝犳（狓犽）＋犵
犜
犽犱＋

１

２
犱犜犅犽犱 （１１）

　　其中：犅犽 是 Ｈｅｓｓｅｎ矩阵的近似，它将在每次迭代中进行

校正，极小化这个二次模型得到：
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犱犽＋犅
－１
犽犵犽 ＝０ （１２）

　　从而可以得到新的迭代公式

狓犽＋１ ＝狓犽＋α犽犱犽 ＝狓犽－α犽犅
－１
犽犵犽 （１３）

　　α犽 是步长因子，犱犽 是当前的搜索方向，我们用了近似的

Ｈｅｓｓｅｎ矩阵犅犽 取代了原来在牛顿法中的 Ｈｅｓｓｅｎ矩阵。

在狓犽＋１ 附近对目标函数进行二次的近似有

犳（狓）≈犳（狓犽＋１）＋犵
犜
犽（狓－狓犽＋１）＋

１

２
（狓－狓犽＋１）

犜犌犽＋１（狓－狓犽＋１） （１４）

　　对上式两边同时求导可得：

犵（狓）≈犵犽＋１＋犌犽＋１（狓－狓犽＋１） （１５）

　　令狓＝狓犽 得

犌犽＋１（狓犽＋１－狓犽）≈犵犽＋１－犵犽 （１６）

　　由此可得

狊犽 ＝狓犽＋１－狓犽，狔犽 ＝犵犽＋１－犵犽 （１７）

　　由上式可知

犌犽＋１狊犽 ≈狔犽 （１８）

　　如果目标函数犳（狓）是正定的二次函数，上述表达式是精

确成立的。若我们要求拟牛顿法构造出来的 Ｈｅｓｓｅｎ矩阵犅犽＋１

满足这种关系，从而得到

犅犽＋１狊犽 ＝狔犽 （１９）

　　由此可知牛顿迭代的公式为：

狓犽＋１ ＝狓犽＋α犽犱犽 ＝狓犽－α犽犅
－１
犽犵犽 （２０）

　　拟牛顿条件使得二次模型具有以下的才插值性质，如果

犅犽＋１ 满足拟牛顿条件，那么在狓犽＋１ 点的二次模型

犿犽＋１（狓犽＋１）＝犳（狓犽＋１）＋犵
犜
犽＋１（狓－狓犽＋１）＋

１

２
（狓－狓犽＋１）

犜犅犽＋１（狓－狓犽＋１） （２１）

　　考虑 Ｈｅｓｓｅｎ逆近似序列 ｛犎犽｝，设对称秩二校正为：

犎犽＋１ ＝犎犽＋犪狌狌
犜
＋犫狏狏

犜 （２２）

　　其中：犪，犫为给定的数，令拟牛顿法满足如下表达式：

犎犽狔犽＋犪狌狌
犜
狔犽＋犫狏狏

犜
狔犽 ＝狊犽 （２３）

　　对于该改进的ＢＦＧＳ方法有如下表达式

犅犽＋１ ＝犅犽－
犅犽狊犽狊

犜
犽犅犽

狊犜犽犅犽狊犽
＋
γ犽γ

犜
犽

γ
犜
犽狊犽

（２４）

　　其中：狊犽＝狓犽＋１－狓犽 ，γ犽 ＝犵犽＋１－犵犽 ，如果犅犽是一个对称

正定的矩阵并且γ
犜
犽狊犽 ＞０，由此可得犅犽＋１ 也是对称正定的

矩阵。

３２　求解流程

首先ＢＦＧＳ算法的关键是求得目标函数对决策变量的导

数，但是由于连铸结晶器热传导反问题的特殊性，该问题并不

同于一般的优化问题存在显示的表达式来描述这个关系。由此

我们必须通过人为的方法来定义出这样导数的结构。

犑

狇
＝∑

犖

犽＝１

２（犜犮犪犾犽 －犜
犿犲犪）犜

犮犪犾
犽

狇
（２５）

　　从上式分析可知
犜

犮犪犾
犽

狇
是计算目标函数导数的关键，但是

犜犮犪犾犽 和狇并没有显示表达式，它们分别是连铸热传导正问题中

偏微分方程的解和边界条件。本文依据导数的定义给出了如下

的一种数值导数的计算表达式：

犜
犮犪犾
犽

狇
＝
犜犮犪犾犽 （狇＋Δ狇）－犜

犮犪犾
犽 （狇）

Δ狇
（２６）

　　由此我们可以轻松的得到目标函数对决策变量导数的信

息，这样可以方便的使用拟牛顿法来求解该问题。

当算法搜索方向犱犽 已经确定的时候，搜索步长大小的选

择对算法来说有着至关重要的作用。好的步长选择法则可以使

得算法具有较好的性质，而不好的步长选择法则可能会影响算

法的效率，甚至导致算法不收敛等问题。

常见的线搜索方法如下所示。

１）标准Ａｒｍｉｊｏ法：

设β＞０，γ∈（０，１），取步长α犽 ＝βγ
犿
犽 ，其中犿犽是满足

下式的最小非负整数：

犳（狓犽＋βγ
犿犱犽）≤犳（狓犽）＋σβγ

犿
犵
犜
犽犱犽 （２７）

式中，σ∈ （０，１）。Ａｒｍｉｊｏ步长规则是线搜索技术中最为常见

的一种α犽 ＜β则可得到如下表达式：

犳（狓犽＋βγ
犿犱犽）≤犳（狓犽）＋σβγ

犿
犽犵

犜
犽犱犽

犳（狓犽＋βγ
犿犱犽）＞犳（狓犽）＋σβγ

犿
犽－１犵

犜
犽犱犽 （２８）

　　根据泰勒展开式可以知道，这种步长选择法则得到的α犽

是单调不增的。

２）Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ步长规则：

犳（狓犽＋α犱犽）≤犳（狓犽）＋σα犵
犜
犽犱犽

犳（狓犽＋α犱犽）＞犳（狓犽）＋（１－σ）α犵
犜
犽犱犽 （２９）

式中，σ∈ （０，
１

２
），当α＞０足够小的时候，上式中第二个式

子一定是不成立的。由此可以推知该规则是首先保证目标函数

的下降性，然后使得下一次迭代点尽快的远离当前迭代点的一

种策略。

３）Ｗｏｌｆ步长规则：

犳（狓犽＋α犽犱犽）≤犳（狓犽）＋σ１α犽犵
犜
犽犱犽

犳（狓犽＋α犱犽）
犜犱犽 ≥σ２犵

犜
犽犱犽 （３０）

　　其中：０＜σ１ ＜σ２ ＜１，该步长搜索的法则主要考虑的是

让函数φ犽（α）＝犳（狓犽＋α犱犽）在α犽 点处的梯度有所减缓，从而

使得下一次迭代点能够尽量的远离当前的迭代点，增加其搜索

效率。因此本文采用了 ｗｏｌｆ线搜索技术来确定我们的搜索

步长。

图２　算法流程图

如图２所示是该ＢＦＧＳ算法的流程图，首先要求解偏微分

方程用来计算导数信息，求解完偏微分方程依据式 （２６）即可
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求解出目标函数的在当前点的导数，然后以 ｗｏｌｆ线搜索技术

确定出搜索步长，最后更加ＢＦＧＳ算法迭代的表达式更新决策

变量狇，如此循环迭代，直到满足收敛条件
犑

狇
≤犲狆狊

４　仿真实验

我们以某厂的实际测温数据和我们反演计算的温度进行对

比，来验证我们算法的有效性。

４１　仿真实验１

实验参数选取的是初始浇铸温度为１５６０℃，在这样的情

况下我们使用本文提出的ＢＦＧＳ算法看反演出的温度和测量温

度是否接近。图３和图４分别表示的是连铸结晶器两个不同区

段的反演计算温度和测量温度的对比情况，由于两个不同的冷

却区段有着不同的换热系数，其温度的变化过程并不是一样

的。从图３和图４分析可知，反演计算的问题和真实的测量温

度十分接近，最大误差的地方也小于５℃，实验结果说明了该

反演算法的有效性。

图３　结晶器第一段反演温度与测量温度对比

图４　结晶器第二段反演温度与测量温度对比

４２　仿真实验２

实验参数选取的是初始浇铸温度为１５４０℃的情况，由于

连铸生产过程中初始浇铸温度经常发生变化，它对反演计算肯

定会产生影响。图５和图６分别表示的是连铸结晶器两个不同

区段的反演计算温度和测量温度的对比情况。从图５和图６分

析可知，反演计算的问题和真实的测量温度十分接近，最大误

差的地方也小于５℃，实验结果说明了该反演算法的有效性。

５　结语

本文针对连铸结晶器热传导反问题的特性，在建立了反问

题优化模型的基础上，提出了改进的拟牛顿算法来求解该问

题，该算法可以有效的利用当前搜索过程中的信息，通过近似

目标函数的二阶导数来加快算法的搜索效率，采用了 Ｗｏｌｆ步

长选择规则克服了算法收敛速率慢的缺点。并利用传感器测量

的温度值作为反算钢坯温度的依据。实验表明该算法能够准确

图５　结晶器第一段反演温度与测量温度对比

图６　结晶器第二段反演温度与测量温度对比

快速的计算出钢坯的表面温度，且保证最大误差在５℃以内。

下一步的研究目标是，如果在连铸生产工况发生动态变化时来

准确的辨识出钢坯的表面温度。
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