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摘要!文章以一种欠驱动两级柔性自平衡机器人这一被控对象的控制问题作为出发点&详细阐述了其数学建模方法&讨论了其最优控制策

略&并针对设计过程中出现的
1g

加权矩阵
&

的选取难题给出了一种解析解和证明&同时运用这一结论计算出了实际问题的加权矩阵
&

&从而

求得最优的状态反馈矩阵
%

$仿真结果表明&这样一种加权矩阵
&

的求解方法是有效的&并能够在较为复杂的实际问题中获得应用%

关键词!欠驱动$自平衡机器人$拉格朗日方程$加权矩阵$最优控制
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引言

欠驱动两级柔性自平衡机器人属于两轮直立式机器人&它

们又被称为两轮自平衡机器人&是一种力图保持类似人的直立

姿态的平衡控制系统%这种机器人更是一个集环境感知&动态

决策与规划&行为控制与执行等于一体的综合控制系统%近十

年来&两轮自平衡机器人引起了国内外许多研究机构和机器人

爱好者的极大关注%

"##"

年瑞士联邦工学院的工业电子实验室

的研究者为模拟人类行走专门设计装配了一个基于
DK-

控制核

心的两轮自平衡小车$同年美国
KB

?

92

Q

公司发明了世界上第一

部自平衡两轮电动滑车&时速高达每小时
"#

千米$

"##%

年&中

国科学技术大学成功验证了国内第一款两轮自平衡电动代步车%

两轮自平衡机器人的研究成果已相当广泛+

$

,

%本文在总结上述

研究成果的基础上结合全国大学生飞思卡尔智能汽车竞赛项目&

展开对欠驱动两级柔性自平衡机器人的研究工作%

在飞思卡尔智能汽车竞赛项目中&我们将车体视为刚性模

型&并进行了实际系统的控制%小车能够实现加速-减速-停

车-后退以及回转等动作&且控制效果良好%但我们发现&类

似的车体变为两个关节&且在其腰椎部的联接处加装弹簧使其

变为柔性关节&则整个车体就变得很难控制了%两级柔性机器

人是基于仿人的概念提出来的%本文从生理学的角度对两轮直

立式自平衡仿人机器人进行分析研究&有利于实现真正意义上

的复杂拟人柔性机器人的平衡控制%

D

!

两级柔性自平衡机器人的数学建模

两级柔性自平衡机器人是由两个电动机分别驱动的
%

自由

度欠驱动机器人%在这里控制输入是两台电动机&少于系统自

由度&因此部分关节被动接受控制&有时我们也称这样的关节

是自由的%也正是由于欠驱动机器人驱动器的减少&具有重量

轻-成本低-能耗少等众多优点&因此引起了学者们的广泛关

注&但同时也给控制器设计带来了诸多困难%

一般来说要定量-准确地分析设计一个控制系统&提高对

研究对象的认识水平和控制能力&我们必须要建立控制对象的

数学模型%由于两级柔性自平衡机器人运动状态的时变性&使

得通过牛顿力学分析受力情况变得更加复杂%而拉格朗日法是

建立在能量的基础之上&因此更适合本控制对象的建模过程%

为了简化问题&我们从机器人两车轮同轴的情况出发&简化后

的被控对象可以抽象地表示为如图
$

所示的结构模型+

"

,

%

图
$

!

两级柔性自平衡机器人结构示意图

经过研究分析发现&当选取平行于地面的车轮轴线作为零

势面时&车身存在重力势能&因此该系统适用于保守系统的拉

格朗日方程%保守系统的拉格朗日方程基本形式如下所示+
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其中(

R

为拉格朗日函数&

RbDU;

$

D

是系统总的动
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为系统总的势能$系统的广义坐标%

由于简化后的系统具有
(

个自由度&因此广义坐标可以分

别选取小车位移
A

&底部车体偏离平衡位置产生的偏角
'

$

和

腰椎以上车体偏离平衡位置产生的偏角
'

"

这
(

个物理量%要

利用拉格朗日方程&我们必须首先获得系统总的动能%
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其中(

D

P

是两车轮的总动能$

D

@

是下半车身总动能$

D

4

是

关节铰链的动能$

D

V

是上半车身总动能%于是柔性两级自平衡

机器人运动中产生的总动能可以描述为如下表达式(
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另一方面&当选取平行于地面的车轮轴线作为零势面时&

运动系统总的势能可以描述为机器人底部车体的重力势能-关

节铰链重力势能-铰链以上车体重力势能及弹簧弹性势能这四

部分势能之和&即(
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为减轻该型机器人的质量&在机械本体的设计中将机器

人的身体上下两个主体部分设计成空心圆柱体&用于安装电

动机-减速器-直流电源-电路板及控制部件%为方便研

究&我们暂时忽略这些元件的质量对机器人的转动惯量的影

响%此时上下车体的转动惯量可以描述为空心圆柱体绕转动

轴的转动惯量加上上下两端面薄圆盘的转动惯量之和%转动

惯量的公式可以查询相关理论力学手册&并通过转动惯量的

平移定理可得%
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以上表达式中各物理符号含义见表
$

%

表
$

!

相关物理符号表

物理符号 物理含义 单位

U

P

车轮质量
#!"))O

?

Y

]

车体底部车身质量
#!)'%O

?

Y

^

车体上身质量
#!&''O

?

Y

_

铰链质量
#!$O

?

Y

`

车体上下端面圆盘质量
#!$#*O

?

2

P

车轮半径
#!#()F

"

车身外圆半径
#!#)F

2

车身内圆半径
#!#%)F

W

]

底部车身长度
#!#&F

W

^

车体上身长度
#!$&F

.

弹簧劲度系数
$#X

'

F

将式 !

(

"和 !

%

"代入到 !

$

"式中&并选取小车加速度

作为控制变量&整理后可以得到如下形式的非线性方程组+
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为求取状态空间表达式&将 !

)

"式在平衡位置附近泰勒

级数展开&并线性化&可以得到(
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经计算&代入相应数据后可得(
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选取状态变量
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,&联立相关方

程可得如下状态空间表达式 !
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"&完成数学建模%
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两级柔性自平衡机器人的最优控制问题

最优控制理论是
"#

世纪
*#

年代基于空间飞行器制导的研

究背景发展起来的&在航空航天领域被广泛应用%由于两级柔

性自平衡机器人已获得了准确的数学模型&因此
Rb

线性二次

型最优控制更适合于本案%但是二次型性能泛函指标主要包括

系统偏差及控制能量大小&每一方面的得益总是以另一方面性

能指标的牺牲为代价&它往往体现在对加权矩阵
&

和
-

的选取

上%在控制工程中&对加权矩阵
&

和
-

的选取多是凭借经验和

试凑的办法获得%由于在对控制系统设计过程中我们总是把希

望的系统性能指标的闭环极点通过反馈控制律转变为系统真实

的闭环极点&因此是否能够通过一组指定的闭环极点来确定满

足最优控制律的加权矩阵
&

和
-

呢3 这便是
1g

的逆问题%关

于这一问题至今尚无定论&并成为研究的热点%本文给出了一

单输入最优控制系统中
&

矩阵的一种解析表达式&从而通过求

解代数
Z5HH2A5

方程来确定最优状态反馈系数矩阵
h

的方法%这

一方法正好适用于两级柔性自平衡机器人最优控制器的设计+

)

,

%

EFD

!

相关定理及结论

为不失一般性&考虑如下单输入
1g

最优控制问题(

T
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d
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"
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其中的加权矩阵
&

和
-

使得闭环控制系统
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的极点是期望的闭环极点
0

$

$b$

&

"

/&

?

%!

&

"-!

$#

"中

的矩阵均为适当的维数&并且满足
1g

最优控制问题中的一些

必要条件%此外&矩阵
O

是代数
Z5HH2A5

方程
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*

5"
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5#-

7
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#

D

5

*

&

'

#

!

$$

"

的唯一对称正定解%

为保证
1g

逆问题的存在&定义与 !

$#

"对应的开环系统

;

(
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6

"

'

"A

!

6

"

*

#9

!

6
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最优闭环极点的集合
8
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D

5

&
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D

5c5"U5#5

U$

#

D

5c

&

b#

&

&

$

#

&

-

#

#

2&其中

0

!

0

"表示
0

的全部特征值集合%当期望的闭环极点
0

$

4

8

E

时&则
1g

逆问题的解是存在的+

*'

,

%

此外&为方便表达&引入如下数学符号定义+
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矩阵&
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"式所描述的
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最优控制

问题的逆问题%对于该问题&满足特征值
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$b$

&

"
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&

要求的加权矩阵
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在
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的条件下&可以参数化表示为(
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的充分必要条件为(
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"方程 !
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0

$

40

!

+

"或
0

$

40

!

U"

"时&矩阵
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0

E$

2

$

?

&中的某个
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或
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$

$
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表示复数共轭%

上述定理文献 +

+

,中已经给出证明&由此我们还可以推

出如下结论(

对于给定的
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使得
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以下给出简单证明%

证明(当
.

5

是实数时&定义
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故当上式成立时&同样有
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"仍是所

求的加权矩阵%

证毕
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两级柔性自平衡机器人
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问题的求解

运用以上结论我们可以求取柔性两级自平衡机器人系统

!
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"的在
-b$

时&指定期望的闭环极点为(
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的解析解%具体求解过程如下(
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第三步(求取 +
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一种欠驱动两级柔性自平衡机器人的建模及其最优控制
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第四步(求取向量
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第五步(求解出能控性矩阵
&<

&并连同矩阵
<

和向量
?

代入方程 !
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"&求解得出加权矩阵
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图
"

!

两级柔性自平衡机器人控制仿真结果

通过计算可以判断
&

$

#

&代入
Z5HH2A5

方程中可以验证结果的

正确性&并可以求解出最优状态反馈矩阵
%

%
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"*Y+%

!
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!)

"%Y$*

!

$$Y%)

!
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,
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通过
F2AJ23

仿真+

&$#

,

&当底部车身产生
#Y$C27

&上半车

身产生
U#Y$)C27

偏角时&各状态变量仿真结果如图
"

所示(

EFG

!

仿真及试验结果分析

由仿真结果可以看出
1g

最优反馈控制律作用于被控对象

时&底部车身和上半车身产生的初始偏角在
$Y):

内就能够得

到纠正$小车位移在
(:

以内也能够回到平衡状态$其它对应

的小车速度-偏角速度均能够在较短的时间内获得收敛%系统

具有良好的动态性能指标&满足控制要求%在实际试验测试

中&系统控制器参数均在设计参数左右较小的范围取值&就可

以获得良好的控制效果%

G

!

小结

本文从两级自平衡机器人控制问题的实际出发&针对设计

过程中出现的
1g

问题进行了深入的探讨&并给出了合理的解

决方案&获得了被控系统的
1g

逆问题加权矩阵
&

的解析解&

从而求得指定闭环极点的最优状态反馈矩阵
%

%仿真结果表明

控制器设计是有效的%应该指出的是&在运用上述的结论求解

&

矩阵的过程中需要注意两点(一是在高阶系统的计算过程中

必须保证足够的计算精度&否则不能正确求解出
&

矩阵$二

是并不是所有稳定的闭环极点都具有最优的状态反馈矩阵&它

的选取将直接影响到向量
H$

是否大于等于
#

&这是因为所求的

加权矩阵
&

必须是半正定矩阵%
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