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基于模型降阶的最优分数阶犘犐犇控制器设计

林青松，肖培智，宋晓娜
（河南科技大学 信息工程学院，河南 洛阳　４７１０００）

摘要：由于一些受控对象较为复杂或者模型系统阶次较高，使得控制器的设计变得非常困难，这会造成控制系统的鲁棒性和动态特

性下降；文章在 Ｈ２范数模型降阶的基础上提出一种新的降阶模型结构，它可以使降阶后的模型扩展到分数阶并且更加精确地逼近各种

高阶系统，并以降阶后模型的幅频、相频和对象增益变化的鲁棒特性为约束条件进行最优分数阶ＰＩＤ控制器的设计；仿真实验证明，与

原有闭环控制系统相比，基于模型降阶的最优分数阶ＰＩＤ控制器控制下的闭环系统具有更好的动态性能，并且鲁棒性较强。

关键词：模型降阶；Ｈ２范数；频域；最优分数阶ＰＩＤ
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０　引言

自２０世纪６０年代分数阶微积分应用于控制领域以来，分

数阶的研究经历了一段相当长的发展岁月，并且出现了一些令

人瞩目的成果。文献 ［１］提出了ＰＩλＤμ 控制器，该控制器的出

现是一个里程碑，标志着分数阶控制对于古典控制的普遍化。

与整数阶ＰＩＤ控制器相比，分数阶ＰＩＤ控制器增加了两个可调

参数，即主要影响系统稳态精度的积分阶数λ和主要影响系统

超调的微分阶数μ。正是由于多了这两个可调的参数，使分数

阶ＰＩＤ控制器的设计更加灵活，其控制性能也更加的优越
［２］。

虽然分数阶ＰＩＤ控制器的５个参数的非线性关系使参数调节

的难度增大，但是它能够更加灵活、更加精确地控制受控对象，

尤其是一些复杂的、无精确数学模型的受控系统。所以分数阶

ＰＩＤ参数的整定优化具有广泛的应用前景
［３］。对于分数阶ＰＩＤ控

制器参数的整定，出现了一些不同的新方法：幅值相位裕量法［４］、

基于ＲａｓＩＤ随机搜索法
［５］、极点阶数搜索法［６］以及一些基于遗传

算法［７］、粒子群算法［８］和神经网络算法［９］等优化算法。

本文在 Ｈ２ 范数模型降阶方法的基础上提出了两个新的降

阶模型结构即以低阶分数阶模型去逼近原有高阶模型，其不仅

适用于分数阶系统而且还适用于整数阶系统。然后基于降阶后

模型的幅值裕量和相位裕量设计分数阶ＰＩＤ控制器，使控制

器设计的对象由单一的整数阶拓展到分数阶；同时避免了因受

控对象阶次过高，使得系统的控制器设计变得非常困难，从而

造成系统控制精度变差且动态性能降低等不利因素。

１　分数阶微积分及控制器

分数阶微积分的积分和微分可以是实数甚至复数，它是整

数阶微积分的推广。分数阶微积分的基本操作算子为犪犇狋α，其

中犪和狋是操作算子的上下限，α为微积分阶次，是一个复数，

本文假定它为一实数。

犪犇狋
α ＝

ｄα

ｄ狋α
犚（α）＞０

１ 犚（α）＝０

∫
狋

α

（ｄτ）
（－α） 犚（α）＜

烅

烄

烆
０

（１）

　　最常用的分数阶微积分定义是 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌ（ＲＬ）

定义和Ｇｒｕｎｗａｌｄ （ＧＬ）定义。ＲＬ定义为

犪犇犪狋犳（狋）＝
１

Γ（犿－犪）
ｄ

ｄ（ ）狋
犿

∫
狋

犪

犳（τ）
（狋－τ）１－

（犿－犪）ｄτ （２）

式中，（犿－１＜α＜犿），Γ （·）是著名的Ｅｕｌｅｒ－Ｇａｍｍａ函

数。ＧＬ定义为

犪犇犪狋犳（狋）＝ｌｉｍ
犺→０

１

Γ（犪）犺犪∑
（狋－犪）／犺

犽＝０

Γ（犽＋犪）

Γ（犽＋１）
犳（狋－犽犺） （３）

　　根据该定义可以推导出分数阶微分计算的算法为

犪犇狋
犪
犳（狋）＝ｌｉｍ

１

犺犪 ∑
［（狋－犪）／犺］

犼＝０

（－１）犼
犪

（）犼犳（狋－犼犺）≈
１

犺犪 ∑
［（狋－犪）／犺］

犼＝０

ω犼
犪
犳（狋－犼犺） （４）

　　其中：ω
（犪）
犼 ＝ （－１）犼

犪（ ）犼 为函数 （１－狕）犪 的多项式系数，

该系数还可以更简单地由下面公式直接求出

ω
（犪）
０ ＝１，ω

（犪）
犼 ＝ １－

犪＋１（ ）犼
ω
（犪）
犼－１，　犼＝１，２，… （５）
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　　对ＧＬ定义的分数阶微分求Ｌａｐｌａｃｅ变换有

犔｛０
犮犇狋

犪
犳（狋）｝＝狊

犪犡（狊）－∑
狀－１

犽＝０

狊犽犇犪－犽－１狓（狋）狘狋＝０ （６）

　　特别的，若函数犳 （狋）及其各阶导数的初始值都为０，则

犔｛０
犮犇狋

犪
犳（狋）｝＝狊

犪犔｛犳（狋）｝ （７）

　　分数阶ＰＩＤ控制器包括一个积分阶次λ和微分阶次μ，其

中λ和μ可以是任意实数，其传递函数为

犌犮（狊）＝犓犘 ＋
犓犻
狊λ
＋犓犇狊μ（λ，μ＞０） （８）

　　这里积分项是狊λ，即在相频的对数图中，它的斜率是

－２０λｄＢ／ｄｅｃ，而不是－２０ｄＢ／ｄｅｃ。

在时域，控制信号狌 （狋）可以表示为

狌（狋）＝犓犘犲（狋）＋犓犐犇－λ犲（狋）＋犓犇犇
狌犲（狋） （９）

　　方程 （８）和 （９）可以看出，分数阶ＰＩＤ是整数阶ＰＩＤ

的延伸和推广。根据被控对象的阶次不同，可以选择不同的λ

和μ，以得到最佳的控制效果。如图１所示，当λ和μ分别取

０和１时，控制器依次为Ｐ－ＰＩ－ＰＤ－ＰＩＤ，而分数阶ＰＩＤ可

以在ＯＡＢＣ的内外任意取值。所以分数阶ＰＩＤ控制器较整数

阶ＰＩＤ控制器更具有灵活性，这就使得分数阶ＰＩＤ控制器的

结构更灵活、更适合控制系统的动态特性。

图１　控制器阶次取值图

２　模型降阶和分数阶犘犐犇控制器设计

文献 ［１０］中提到用改进Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ滤波器近似分数阶微

分算子，将会导致非常高阶的整数阶模型，这样使得系统的控

制器设计变得非常困难。所以对分数阶系统进行模型降阶是很

有必要的。文献 ［１１ １２］基于 Ｈ２ 范数对高阶模型进行降

阶，取得了较好的效果，但是仍存在着一定的误差，且适用范

围比较小。纵观现有的模型降阶技术，基本上都是采用低整数

阶模型，而不是分数阶模型去逼近原有模型，这样不仅会造成

一定的模型误差，而且还会失去原有高阶系统所具有的一些特

性和优势。

在模型降阶过程中，大部分传统的高阶控制系统都可以用

以下两个模型结构进行逼近：

１）一阶延时系统 （ＦＯＰＴＤ）：

犘１（狊）＝
犓

犜狊＋１
犲－犔狊 （１０）

　　２）二阶延时系统 （ＳＯＰＴＤ）：

犘２（狊）＝
犓

狊２＋２ξω狀狊＋ω
２
狀

犲－犔狊 （１１）

　　为了得到最优的降阶效果，可能有各种各样的定义和指

标，但是最为直观的是按图２中给出的形式来定义降阶误差信

号犲 （狋），如将误差信号的 Ｈ２ 范数定义为目标函数，对其最

小化，得出最优降阶模型。

假设原有高阶系统模型的传递函数为犘 （狊），降阶后的模

型传递函数为犘＾ （狊），引入一个目标函数即最小化误差信号犲

（狋）的 Ｈ２ 范数

图２　模型降阶误差信号

犑犳 ＝ｍｉｎ
θ
犘（狊）－犘＾（狊）２ （１２）

　　其中：θ为需要优化的模型参数，即θ＝ （犓，犜，犔）或

（犓，ζ，ω狀，犔）。原有系统模型犘 （狊）的 Ｈ２ 范数为

犘（狊）２ ＝
１

２π∫
∞

－∞

狋狉犪犮犲［犘（犼ω）犘（犼ω）
犜

———

］ｄ
槡

ω （１３）

　　但是研究结果表明，用ＦＯＰＴＤ和ＳＯＰＴＤ模型结构逼近

一些高阶的线性系统会产生较大的模型误差，并且鲁棒性较

差，这样不利于整个系统的动态性能研究和精确控制。因此，

为了更加准确地逼近原有模型，现提出两个新的非整数阶优化

参数模型结构如下：

３）一阶非整数阶延时系统 （ＮＩＯＰＴＤ－１）：

犘３（狊）＝
犓

犜狊α＋１
犲－犔狊 （１４）

　　４）二阶非整数阶延时系统 （ＮＩＯＰＴＤ－２）：

犘４（狊）＝
犓

狊α＋２ξω狀狊
β＋ω

２
狀

犲－犔狊 （１５）

　　其中：α和β为任意实数，这样可以使降阶模型结构更加

灵活。由此可知，模型结构 ＦＯＰＴＤ和ＳＯＰＴＤ是模型结构

ＮＩＯＰＴＤ－１和ＮＩＯＰＴＤ－２概念的延伸和拓展。

对以上４个模型结构分别进行分数阶ＰＩＤ控制器的设计。

假设犘 （狊）为模型传递函数，犆 （狊）为模型的控制器，那么

其开环系统表达式为犌 （狊）＝犘 （狊）犆 （狊），且犌 （狊）需满足

以下性能指标：

１）相频特性

Ａｒｇ［犌（犼ω犵）］＝Ａｒｇ［犆（犼ω犵）犘（犼ω犵）］＝－π＋φ犿 （１６）

　　２）穿越频率特性

犌（犼ω犵） ＝ 犆（犼ω犵）犘（犼ω犵） ＝１ （１７）

　　３）对象增益变化的鲁棒特性

ｄ

ｄω
（Ａｒｇ［犌（犼ω｛ ｝）］）

ω＝ω
犵

＝０ （１８）

　　这里，式 （１６）中的开环系统穿越频率ω犵 和相位裕量Φ犿

主要影响其闭环系统的超调量；式 （１７）中的穿越频率ω犵 主

要影响系统的上升时间和响应速度；式 （１８）的引入可以使受

控对象增益的变化几乎不影响闭环系统的超调，这将有利于增

强控制器的鲁棒性。在满足以上性能指标的要求下，根据受控

对象的频域特性和控制器模型结构，建立一个寻优性能指标

犑，即

犑＝ ［Ａｒｇ（犌（犼ω犵））＋π－φ犿］＋［狘犌（犼ω犵）狘－１］＋

ｄ

ｄω
（Ａｒｇ［犌（犼ω｛ ｝）］）

ω＝ω
犵

＝

［Ａｒｇ（犘（犼ω犵））＋Ａｒｇ（犆（犼ω犵））＋π－φ犿］＋

［狘犘（犼ω犵）狘·狘犆（犼ω犵）狘－１］＋

ｄ

ｄω
（Ａｒｇ［犘（犼ω｛ ｝）］）

ω＝ω
犵

＋
ｄ

ｄω
（Ａｒｇ［犆（犼ω｛ ｝）］）

ω＝ω
犵

（１９）

　　对于给定的模型系统，其穿越频率ω犵 和相位裕量Φ犿 是

已知的，这样在性能指标犑中，未知量是犽狆，犽犻，犽犱，λ，μ，即

分数阶ＰＩＤ的具体参数。利用 Ｍａｔｌａｂ优化工具箱中的ｆｍｉｃｏｎ
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函数可求解到含有多个变量的非线性约束函数的最小值。虽然

以上频域性能指标可能不会同时达到最小，但是对性能指标犑

的寻优很大程度上降低了因控制器参数变化而造成的控制系统

的复杂多变性。

３　仿真实例

例１：文献 ［１０］给出了一个温控炉的例子，其整数阶模

型为

犌犐（狊）＝
１

７３０４３狊２＋４８９３狊＋１．９３
（２０）

　　其整数阶ＰＩＤ控制器为

犌犐犮 ＝３１０．９６＋
５．０４

狊
＋１１１３．２４狊 （２１）

　　采用改进型 Ｈ２ 范数模型降阶方法对模型 （２０）进行降

阶，降阶后的模型为

犌犉（狊）＝
１．５８９３犲－０．１０２８狊

１４２６狊１．４５０２＋５８８７狊
０．９７６４

＋１．５８９３
（２２）

　　温控炉模型降阶前后的阶跃响应如图３所示，其逼近效果

较为精确并且降阶后的模型在动态性能方面比原有模型有所提

高。对降阶后的模型进行基于频域最优分数阶ＰＩＤ控制器的

设计，得到

图３　模型降阶前后阶跃响应曲线对比

犌犉犮（狊）＝
９７６．８９１２狊０．７３４６－６４２．１２９３狊

１．２０１８
－０．９１７８

狊０．７３４６
（２３）

　　分别构建的闭环控制系统：整数阶ＰＩＤ控制器控制整数

阶系统、分数阶ＰＩＤ控制器控制整数阶系统和分数阶ＰＩＤ控

制器控制分数阶系统。根据温控炉的特点可知其主要动态性能

指标为上升时间、调节时间和超调量。由图４所示，分数阶

ＰＩＤ控制器控制的分数阶系统在调节时间和超调量方面明显优

于其他两个模型闭环系统。另外，将降阶后分数阶系统设计的

控制器直接应用到原有整数阶系统模型上，其控制效果明显比

其他两个闭环控制系统差，这说明虽然降阶后的模型精确度较

高，但是并不能完全等价于原有模型系统，具体的系统仍需要

单独进行控制器的设计，这样才能达到更好的控制效果。

图４　闭环系统的阶跃响应对比

图５中比较了分数阶ＰＩＤ控制器控制分数阶系统和整数阶

ＰＩＤ控制器控制整数阶系统的Ｂｏｄｅ图。从图中可以看出，分

数阶ＰＩＤ控制器控制的分数阶系统的控制效果有了明显提高，

并且又有较大的带宽。

图５　闭环系统的Ｂｏｄｅ图对比

综上，对整数阶模型采用改进型 Ｈ２ 范数模型降阶方法进

行降阶处理得到分数阶系统模型，然后对分数阶系统模型设计

基于频域最优分数阶ＰＩＤ控制器，由此得到的分数阶闭环系

统在动态性能方面比原有整数阶系统有了明显的提高。

例２：对于一个高阶的分数阶受控对象

犌（狊）＝
１

狊２．６＋２．２狊
１．５
＋２．９狊

１．３
＋３．３２狊

０．９
＋１

（２４）

　　采用文献 ［１３］基于ＩＴＡＥ准则的最优分数阶ＰＩＤ控制器

设计方法得到的分数阶ＰＩＤ控制器为

犌犮（狊）＝
７．４０４９狊１．７２８７＋１４．９９４１狊

１．０１８
＋２．４６８７

狊１．０１８
（２５）

　　采用改进型 Ｈ２ 范数模型降阶方法对原有高阶分数阶模型

进行降阶处理，得到的降阶模型为

犌犚（狊）＝
５．４８９６犲－０．２７８４

狊２．３６７２＋８．６７４１狊
１．０２３

＋５．４７０１
（２６）

　　对模型 （２４）和模型 （２６）进行阶跃响应仿真，如图６所

示，降阶后模型的阶跃响应曲线和原有模型的阶跃响应曲线几

乎完全拟合。

图６　原有模型和降阶模型阶跃响应拟合曲线

采用基于频域最优化分数阶ＰＩＤ算法对降阶后模型系统

分别进行分数阶ＰＩＤ控制器的设计得到

犌犚犮（狊）＝
５．４２８７狊１．８７８９＋７．８６３３狊

０．５３６６
＋２．４２１５

狊０．５３６６
（２７）

　　分别构建原有模型和降阶后模型的闭环控制系统。其阶

跃响应如图７所示，降阶模型闭环系统的阶跃响应动态性能

指标比原有分数阶闭环系统有了明显的提高。这说明，采用

基于频域最优化ＰＩＤ控制器算法对高阶分数阶系统的降阶模

型进行控制器的设计，避免了因原有高阶分数阶系统阶次过

高而造成系统控制器设计的精度误差，提高了原有系统的动

态性能。

（下转第２４９４页）
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表１　 两类预测方法对检验样本的拟合结果

寿命

／ｈ
真实值

定权组合预测模型 本文预测模型

拟合值 相对误差／（％） 拟合值 相对误差／（％）

５７１９ －０．３４０１－０．３９９４ １７．４４ －０．３７１８ ９．３２

５９２２ －０．４１４０－０．４０６２ １．８８ －０．４０３６ ２．５１

６１１４ －０．４４８９－０．４１３０ ８．００ －０．４４１３ １．６９

６３０８ －０．５４７９－０．４２０１ ２３．３３ －０．４７８４ １２．６８

图７　两类组合预测方法对检验样本的拟合结果对比图

由表１可以看出，与定权组合预测方法相比，Ｅｌｍａｎ神经

网络组合预测模型的预测精度更高，前３个预测值的相对误差

都在１０％以内，第４个预测值的相对误差达到了１２．６８％，之

后的预测值出现明显的下降趋势，预测精度进一步降低，因此

认为该模型的能够以可接受的精度预测未来６００ｈ以内的状

态，为状态维修计划的制定和实施提供充分的反应时间。

４　结论

本文利用Ｅｌｍａｎ神经网络建立了装备状态的组合预测模

型，实现了对单一预测模型的动态组合预测，一定程度上解决

了单一预测模型适用范围不广、预测精度不高的问题。针对神

经网络结构参数设计困难的问题，提出了运用遗传算法，以网

络泛化能力为决策目标的参数优化方法，有效地提高了模型的

预测精度和预测步长。在模型应用的过程中，随着状态监测的

不断进行，对训练样本和验证样本进行更新并通过训练得到新

的Ｅｌｍａｎ神经网络，能够保持模型对新数据的敏感性，提高

预测结果的可信性。
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图７　原有模型系统和降阶模型系统阶跃响应

４　结论

本文利用分数阶系统不仅具有类似于整数阶系统的良好鲁

棒性，而且具有更好的动态性能等特点，对 Ｈ２ 范数模型降阶

方法进行改进，并对降阶后的模型行动进行基于频域的最优分

数阶ＰＩＤ控制器设计。通过仿真研究证明，改进型 Ｈ２ 范数模

型降阶方法的逼近效果较好，且与原有模型闭环控制系统相比，

基于频域最优分数阶ＰＩＤ控制器构建的闭环系统响应速度快、

调节时间短、超调量小，具备更好的动态性能和更强的鲁棒性。
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