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桥式起重机精确定位及防摆控制器设计

杨　斌１，刘惠康２，代文蕤３
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３．武钢冷轧硅钢片厂 吊车车间，武汉　４３００８０）

摘要：以桥式起重机这一被控对象的控制问题作为出发点，详细阐述了其建模方法，讨论了其最优控制策略；并针对设计过程中出

现的ＬＱ加权矩阵犙的选取难题给出了一种解析解和证明，同时运用这一结论计算出了实际问题中的加权矩阵犙，从而求得最优的状态反馈

矩阵犓；通过计算机仿真，当 控制算法作用于被控对象时，系统能够获得满意的控制性能；同时也针对桥式起重机试验装置开展了一系列

调试试验，最优状态反馈控制器通过四轴运动控制板卡得以实现；在试验中，试验装置其大小车都能够准确停车到位，并消除运动过程

中的吊钩游摆；试验结果说明了防摆控制器设计方案是正确和有效的。

关键词：桥式起重机；拉格朗日方程；加权矩阵；最优控制
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０　引言

桥式起重机是一种从事空中搬运的机械设备。它在仓库、

港口和工矿企业中被广泛地运用。随着电力电子技术和计算机

控制技术的发展，现代国产桥式起重机多为交流变频调速加计

算机控制。尤其是近年来通用变频器和可编程序控制器的普

及，使得桥式起重机的工作可靠性、节能性以及免维护性都有

了大幅提升，部分地降低了生产成本和解放了劳动生力。但是

就桥式起重机的操作部分而言，１０ｔ以上的桥式起重机多为人

工手动操作完成吊装过程中大、小车定位及控制吊钩运动过程

中产生的游摆。这就使得对桥式起重机的操作水平因人而异，

因操作者的工作责任心而有所区别。吊钩的游摆和准确停车的

矛盾不仅影响了工作效率，而且时常给吊装周围的人员和设备

带来意想不到的安全隐患。因此要解决这对矛盾，进一步地将

工人从繁重的操作中解放出来，就必须设计一种无人值守的控

制器，实现桥式起重机的准确定位和消除吊钩的游摆。本文将

围绕这一问题展开阐述［１２］。

１　桥式起重机的数学建模

桥式起重机一般具有沿厂房纵向行走的大车运动、沿大车

桥架轨道行走的小车运动和小车上卷扬所做的提升运动。为方

便实验研究，制作一桥式起重机试验装置。一般来说要定量、

准确地分析设计一个控制系统，提高对研究对象的认识水平和

控制能力，我们必须要建立控制对象的数学模型。由于桥式起

重机运动状态的时变性，使得通过牛顿力学分析受力情况变得

更加复杂。而拉格朗日法是建立在能量的基础之上，因此更适

合本控制对象的建模过程。为研究方便，我们可以将被控对象

抽象地表示为如图１所示的简化模型。

拉格朗日方程基本形式如下［３４］所示：

ｄ

ｄ狋
（犔
狇犼
） 犔

狇犼
＝犉犼 （１）

式中，犔为拉格朗日函数，犔＝犜－犞；犜为系统总的动能；犞

为系统总的势能；狇犻为系统的广义坐标；犉犼 为系统的广义力。

这里系统的广义坐标可以分别选取大车位移狓，小车位移狔，

吊物在狓－狅－狕投影面上产生的偏角β，吊物在狔－狅－狕的投

影面产生的偏角α，和钢绳长犾这５个物理量。 （狓１，狔１，狕１ ）

是吊物在三维坐标系中的位置。要利用拉格朗日方程，我们必
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图１　简化模型示意图

须首先获得系统总的动能。由分析可知，本系统总的动能犜

为大、小车动能和吊物动能的三者之和，所以犜可以表示为：

犜＝
１

２
（犕狓狓

２
＋犕狔狔

２）＋
１

２
犿（狓２１＋狔

２
１＋狕

２
１） （２）

　　当设起重机在运动过程中某一时刻小车在空间中的坐标为

（狓，狔，０），由图１分析得到如下关系：

狓１ ＝狓＋犾ｓｉｎαｃｏｓβ

狔１ ＝狔＋犾ｓｉｎβ

狕１ ＝－犾ｃｏｓαｃｏｓ
烅

烄

烆 β

（３）

　　另一方面，运动系统总的势能可以描述为台车势能与吊物

势能之和，即：

犞 ＝０－犿犵犾ｃｏｓαｃｏｓβ （４）

　　将式 （２）～ （４）代入到式 （１）中，并选取系统的合适

的广义力，可以得到如下方程组 （５）～ （９）：

（犕狓＋犿）̈狓＋犿犾̈αｃｏｓαｃｏｓβ－犿犾̈βｓｉｎαｓｉｎβ＋犿̈犾ｓｉｎαｃｏｓβ＋

２犿犾αｃｏｓαｃｏｓβ－２犿
犾βｓｉｎαｓｉｎβ－犿犾

α
２ｓｉｎαｃｏｓβ－

２犿犾αβｃｏｓαｓｉｎβ－犿犾

β
２ｓｉｎαｃｏｓβ＝犳狓－犇狓

狓 （５）

犿犾２̈αｃｏｓ
２

β＋犿犾̈狓ｃｏｓαｃｏｓβ＋２犿犾
犾αｃｏｓ

２

β－

２犿犾２αβｓｉｎβｃｏｓβ＋犿犵犾ｓｉｎαｃｏｓβ＝０ （６）

（犕狔＋犿）̈狔＋犿犾̈βｃｏｓβ＋犿̈犾ｓｉｎβ＋２犿
犾βｃｏｓβ－

犿犾β
２ｓｉｎβ＝犳狔－犇狔

狔 （７）

犿犾２̈β＋犿犾̈狔ｃｏｓβ－犿犾̈狓ｓｉｎαｓｉｎβ＋２犿犾
犾β＋

犿犾２αｓｉｎβｃｏｓβ＋犿犵犾ｃｏｓαｓｉｎβ＝０ （８）

犿̈犾＋犿̈狓ｓｉｎαｃｏｓβ＋犿̈狔ｓｉｎβ－犿犾
α犮狅狊

２

β－

犿犾Β
２
－犿犵ｃｏｓαｃｏｓβ＝犳犾－犇犾

犾 （９）

　　以上方程组中，系统广义坐标狓，狔，犾方向的广义力分别

为：犳狓－犇狓狓，犳狔－犇狔狔，和犳犾－犇犾犾，其中犇狓，犇狔，犇犾分别

为相应方向上的摩擦系数。

以上表达式中，犕狓表示小车质量，犕狔表示大车质量，犿表示

吊物质量，犾表示吊物绳长。实验装置模型相关参数如表１所示。

表１　实验装置主要参数

犕狓／ｋｇ 犕狔／ｋｇ 犿／ｋｇ 犾／ｍ

３．６８ １１．５６ ０．２５ ０．８９

为求取状态空间表达式，将式 （５）～ （９）在平衡位置附

近做线性化，即令：ｓｉｎα≈α，ｓｉｎβ≈β，ｃｏｓα≈１，ｃｏｓβ≈１，

ｓｉｎαｓｉｎβ≈０，
α
２
≈０，β

２
≈０，αβ≈０，并将吊绳做定长处理可以

得到如下方程组：

（犕狓＋犿）̈狓＋犿犾̈α＝犳狓－犇狓狓

犾̈α＋狓̈＋犵α＝０

（犕狓＋犿）̈狔＋犿犾̈β＝犳狔－犇狔
狔

犾̈β＋̈狔＋狔β＝

烅

烄

烆 ０

（１０）

　　方程组 （１０）已经将桥式起重机的数学模型完全解耦。当选

取控制变量狌为加速度时，代入相应数据后可得如下两组模型：

狓

狓̈

α

¨

烄

烆

烌

烎α

＝

０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １

０ ０ －１２．

烄

烆

烌

烎５ ０

狓

狓

α



烄

烆

烌

烎α

＋

０

１

０

－１．

烄

烆

烌

烎２５

狌狓 （１１）

犢狓 ＝
１ ０ ０ ０

（ ）０ ０ １ ０
犡狓 （１２）

狔

狔̈

β
¨

烄

烆

烌

烎β

＝

０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １

０ ０ －１２．

烄

烆

烌

烎５ ０

狔
狔

β


烄

烆

烌

烎β

＋

０

１

０

－１．

烄

烆

烌

烎２５

狌狔 （１３）

犢狔 ＝
１ ０ ０ ０

（ ）０ ０ １ ０
（１４）

２　桥式起重机精确定位及防摆优控制问题

由于已获得了桥式起重机准确的数学模型，因此本文选用

ＬＱ线性二次型最优控制策略实现上述控制目的。但是二次型性

能泛函指标主要包括系统偏差及控制能量大小，每一方面的得

益总是以另一方面性能指标的牺牲为代 价，它往往体现在对加

权矩阵犙和犚的选取上。在控制工程中，对加权矩阵犙和犚的选取

多是凭借经验和试凑的办法获得。由于在对控制系统设计过程中

我们总是把希望的系统性能指标的闭环极点通过反馈控制律转

变为系统真实的闭环极点，因此是否能够通过一组指定的闭环极

点来确定满足最优控制律的加权矩阵犙和犚呢？这 便是ＬＱ的逆

问题。关于这 一问题至今尚无定论，并成为研究的热点。本文给

出了一单输入最优控制系统中犙矩阵的一种解析表 达式，从而

通过求解代数Ｒｉｃｃａｔｉ方程来确定最优状态反馈系 数矩阵犓的 方

法。这一方法正好适用于桥式起重机最优控制器的设计［５］。

２１　定理及结论证明

为不失一般性，考虑如下单输入ＬＱ最优控制问题：

犑＝∫
∞

０

［狓犜（狋）犙狓（狋）＋狌
犜（狋）犚狌（狋）］ｄ狋

狊．狋．　狓（狋）＝犃狓（狋）＋犅狌（狋
烅
烄

烆 ）

（１５）

式中的加权矩阵犙和犚使得闭环控制系统

狓（狋）＝ （犃－犅犓）狓（狋），犓＝犚－１犅犜犘 （１６）

的极点是期望的闭环极点λ犻犻＝１，２…，狀。式 （１５）、（１６）中

的矩阵均为适当的维数，并且满足ＬＱ最优控制问题中的一些

必要条件。此外，矩阵犘是代数Ｒｉｃｃａｔｉ方程

犃犜犘＋犘犃－犘犅犚－
１犅犜犘＋犙＝０ （１７）

的唯一对称正定解。

为保证ＬＱ逆问题的存在，定义与式 （１６）对应的开环

系统

狓（狋）＝犃狓（狋）＋犅狌（狋） （１８）

最优闭环极点的集合犆０＝ ｛λ∈犆｜λ∈λ （犃－犅犓），犓＝犘－１

犅犜犘，犃犜犘＋犘犃－犘犅犚－１犅犜犘＋犙＝０，犙≥０，犚＞０｝，其中λ

（）表示的全部特征值集合。当期望的闭环极点λ犻∈犆狅

时，则ＬＱ逆问题的解是存在的
［６７］。

此外，为方便表达，引入如下数学符号定义［６７］：

α犻 ＝狆（λ犻）狆（－λ犻），犙犮 ＝ （犅犃犅…犃
狀－１犅），

Ψ犻 ＝犙犮犎Λ犻
＋ （Λ犻－）

犜犎犙犮
犜
＝Ψ犻

＋ （Ψ犻－）
犜，

Λ犻
±
＝ ［１±λ犻… ±λ犻

狀－１］犜



第８期 杨　斌，等：


桥式起重机精确定位及防摆控制器设计 ·２４５３　 ·

　　其中：犎是第一行为 ［犪１犪２…犪狀］的上三角Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩

阵，犪犻，犻＝１，２，…狀，为系统 （１８）的开环特征多项式狆

（λ）的系数。

狆（λ）＝狘λ犐—犃狘＝犪狀λ
狀
＋犪狀－１λ

狀－１
＋…＋犪１λ＋犪０，

犪狀 ＝１． （１９）

　　定理
［８］：考虑由 （１６）～ （１８）式所描述的ＬＱ最优控制

问题的逆问题。对于该问题，满足特征值λ犻，犻＝１，２，…狀，

要求的加权 矩阵犙在犚＝１的 条件下，可以参数化表示为：

犙＝－（犪１ξ１犪２ξ２ …犪狀ξ狀）（Ψ１ξ１Ψ２ξ２ …Ψ狀ξ狀）
－１ （２０）

的充分必要条件为：

１）式 （１６）的特征值为λ犻∈犆狅， （犻＝１，２，…，狀），且

λ犻的几何重根数等于它的代数重根数；

２）当λ犻∈λ （犃）或λ犻∈λ （－犃）时，矩阵犃的特征值集

合 ｛λ狅犻｝１
狀，中的某个λ狅犻＝λ犻或λ狅犻＝－λ犻，犻＝１，２，…，狀的

几何重根个数为１；

其中：ξ犻 （犻＝１，２，…，狀）的选取使得犙＝犙
犜
≥０，以及

Ψ犻ξ犻，犻＝１，２，…，狀，在复数空间上线性独立；且当λ犻＝λ犻


时，ξ犻＝ξ犻
，表示复数共轭。

上述定理文献 ［８］中已经给出证明，由此我们还可以推

出如下结论：

对于给定的λ犻，犻＝１，２，…狀，若方程

狇１

狇２



狇

烄

烆

烌

烎狀

＝ｄｉａｇ［－１　１　…　（－１）
狀］

１ λ
２
１ … λ

２（狀－１）
１

１ λ
２
２ … λ

２（狀－１）
２

   

１ λ
２
狀 … λ

２（狀－１）

熿

燀

燄

燅狀

－１
α１

α２



α

熿

燀

燄

燅狀

（２１）

　　 使得狇犻≥０，犻＝１，２，…狀，则狇犻是实数，且满足λ犻要求

的矩阵犙和犚＝１，犙可以表示为：

犙＝ ［（犙犮犎）
犜］－１ｄｉａｇ［狇１　狇２　…　狇狀］（犙犮犎）－

１ （２２）

以下给出简单证明。

证明：当λ犻 是实数时，定义ξ犻＝ ［ξ犻１　ξ犻２　…　ξ犻狀］
犜，

由式 （２０）可得：

犙Ψ犻
＋ （（Ψ犻－）

犜
ξ犻）＝－α犻ξ犻 （２３）

　　由式 （２３）得：

（Ψ犻－）
犜

０（ ）犐ξ犻 ＝ ［（Ψ犻－）犜　ξ犻　ξ犻２　…　ξ犻狀］犜
所以有：

ξ犻 ＝
（Ψ犻－）

犜

０（ ）犐
－１

［（Ψ犻－）
犜
　ξ犻　ξ犻２　…　ξ犻狀］

犜 （２４）

　　将上述方程代入式 （２３）后得：

（Ψ犻－）
犜

０（ ）犐犙Ψ犻＋ （Ψ犻－）ξ犻 ＝－α犻［（Ψ犻－）犜　ξ犻　ξ犻２　…　ξ犻狀］犜
（２５）

　　解 （２５）式时可以得到两个方程：

（Ψ犻－）
犜
犙Ψ犻

＋
＝－α犻 （２６）

（０　犐）犙Ψ犻＋ （Ψ犻－）
犜
ξ犻 ＝－α犻［ξ２犻　ξ犻３　…　ξ犻狀］

犜 （２７）

　　将方程 （２０）代入 （２６）得：

（Λ犻－）
犜ｄｉａｇ［狇１　狇２　… 　狇狀］（Λ犻＋）＝－α犻，犻＝１，２，…，狀

（２８）

　　将式 （２８）进一步整理，可表示为：

［１λ犻
２ …λ犻

２（狀－１）］［狇１－狇２ …（－１）
狀－１
狇狀］＝－α犻，犻＝１，２，…狀

（２９）

　　 （２９）式移项后得：

［狇１－狇２ …（－１）
狀－１
狇狀］＝－［１λ犻

２ …λ犻
２（狀－１）］－１α犻，

犻＝１，２，…狀 （３０）

　　显然，式 （３０）与式 （２１）同解，且狇犻 是实数。因此，

当狇犻≥０，式 （２２）就是所求的权矩阵。

另一方面，同理当λ犻是复数时，可以设：

λ犻＝λ犻＋１
＝珘λ犻＋犼珘λ犻＋１，定义珔犐和Λ：

珔犐＝ｄｉａｇ ［－１１… （－１）
狀］，

Λ＝

１ λ
２
１ … λ

２（狀－１）
１

１ λ
２

１ … λ
２（狀－１）

２

   

１ λ
２
狀 … λ

２（狀－１）

烄

烆

烌

烎狀 狀×狀

及变换矩阵犜。

犜＝犅犾狅犽－ｄｉａｇ｛１，１，…，
１ １

－（ ）犼 犼
，１，…，１｝｝

　　对式 （２１）右边进行矩阵变换后有：

珔犐Λ－１［α１　α２　…　α狀］
犜
＝珔犐（犜Λ）－１犜［α１　α２　…　α狀］

犜

　　故当上式成立时，同样有犙∈犚
狀×狀，式 （２２）仍是所求的

加权矩阵。

证毕。

２２　桥式起重机犔犙问题的求解

运用以上结论我们可以求取系统 （１１）～ （１４），在犚＝１

时，指定期望的闭环极点为：λ１＝λ２ ＝－０．８＋犼０．８，λ３＝

－８，λ４＝－１０，加权矩阵犙的解析解。具体求解过程如下：

由于大、小车两个系统已完全独立，在选取大、小车加速度作

为控制量时，系统具有相同的数学模型，故两个系统的控制律

也完全相同。以下就小车系统为例设计控制律。

第一步：求取系统 （１１）的开环多项式；

狆（λ）＝λ
４
＋１２．５λ

２

　　第二步：求取所有的α犻＝狆 （λ犻）狆 （－λ犻）；

α１＝α２
＝２５３．３１５６４５４４－５２．４２８８犼，

α３＝２３９７０８１６，α４＝１２６５６２５００，

第三步：求取 ［１　λ犻
２
　…　λ犻

１０］，并代入式 （２１）；

第四步：求取向量狇＝ ［狇１　狇２　狇３　狇４］；

通过计算机解得：

狇＝１．０犲＋００４

１．０４８５７６００ ００００００２

０．０２６８６９７５ ９９９９９４０

０．６２４５３８８３ ９９９９９９９

烄

烆

烌

烎０．０１８９００００ ０００００００

　　第五步：求解出能控性矩阵犙犮，并连同矩阵犎 和向量狇

代入式 （２２），求解得出加权矩阵犙。

犙＝

６７．１１ ０ ５３．６９ ０

０ １．７２ ０ １．３８

５３．６９ ０ ４０４０．００ ０

烄

烆

烌

烎０ １．３８ ０ １２２．０６

　　通过计算可以判断犙≥０，代入Ｒｉｃｃａｔｉ方程中可以验证结

果的正确性，并可以求解出最优状态反馈矩阵犓。犓即是所求

的防摆控制器。

犓＝ ［８．１９２　１２．０８３　－７１．５１０　－６．０１３］

３　仿真与试验分析

通过 Ｍａｔｌａｂ仿真
［９１０］，当吊物产生０．１ｒａｄ初始偏角，小

车从原点运动到０．４ｍ时，各状态变量仿真结果如图２所示。
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图２　桥式起重机控制仿真结果

由仿真结果可以看出，ＬＱ最优反馈控制律作用于被控对

象时，系统具有良好的动态性能指标。当吊钩初始状态具有

０．１ｒａｄ的偏角，小车从原点运动４００ｍｍ的距离时，５ｓ就能

够实现桥式起重机实验装置的精确定位和消除吊钩游摆，说明

了该算法能够获得了满意的实际控制效果。

在试验调试中，采用了固高科技公司的一款ＧＴＳ－４００四

轴运动控制板卡来实现上述最优控制策略。经过空载试验和负

载调试，当设定大小车运动位移后，大小车能够在较短的时间

内同时运动到位，并有效地消除吊钩运动过程中产生的游摆。

试验结果如表２所示，表中的试验数据以大车运动为例，均是

１０次试验结果的平均值。

表２　试验数据

大车位移／ｍｍ 位移误差／ｍｍ 调节时间／ｓ 偏角误差／ｒａｄ

２００ ±２．３０ ４．４ ±０．０１

４００ ±４．４０ ６．７ ±０．０１

６００ ±６．４０ ８．８ ±０．０１

４　结论

本文从桥式起重机精确定位和消除吊钩游摆的控制问题出

发，针对设计过程中出现的ＬＱ问题进行了深入地探讨，并给

出了合理的解决方案，获得了被控系统的ＬＱ逆问题加权矩阵

犙的解析解，从而求得指定闭环极点的最优状态反馈矩阵犓。

仿真和实物对象的试验结果表明控制器设计是有效的，完全能

够安全、快速地实现了桥式起重机精确定位和消除吊钩的游

摆，且算法简单、易于实现桥式起重机无人值守的远程控制。
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报警以及远程访问等多种功能，使得对支架的监测工作变得简

便易行，弥补了该领域现有技术应用的局限性，具有较好的发

展前景。
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