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基于压缩感知和改进自适应正交匹配的

稀疏信号重构

张宗福
（广东江门职业技术学院，广东 江门　５２９０９０）

摘要：针对传统香农－奈奎斯特采样定理指出在保证原始信号重构精度的前提下，采样频率必须为原始信号频率的２倍，提出了一种基于

压缩感知理论和改进的自适应正交匹配追踪算法的稀疏信号重构方法；首先引入了压缩感知模型和信号重构目标函数，然后在对经典正交匹配

追踪类算法进行分析和总结的基础上，为克服其不足，设计了一种二次筛选支配原子集的方法，即通过计算信号的ＱＲ分解并计算具有最大势

能的原子从而得到能量候选原子集，通过计算余量与原子的相关性选出相关性最大的原子从而得到相关候选原子集，并将能量候选原子集和相

关候选原子集的交集作为最终支配原子集；最后定义了具体的采用自适应正交匹配算法实现信号重构的算法；在 Ｍａｔｌａｂ仿真环境下试验，结果

表明：文章方法能有效地进行稀疏信号重构，具有较小的重构误差，且与其它方法相比，具有收敛速度快和重构效果好的优点。
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０　引言

为有效和快速地对规模巨大的数据量进行处理，需要首先

对信号进行压缩，然后再基于压缩的信号进行各类操作［１］。

香农－奈奎斯特采样定理指出：对于任何一个连续带宽的

有限信号，只有当信号采样频率大于或等于信号带宽的２倍

时，才能保证的无损重构［２３］，但随着待处理信号的带宽增大

时，香农－奈奎斯特采样定理主要面临着下面两个问题
［４］：

（１）存储资源、传输资源和计算资源等硬件成本增大而信

号获取效率减少；

（２）当获取数据后，先压缩再进行存储或传输的处理方式

导致了资源利用率的降低。

因此，如何建立一个有效的信号处理框架，能以远小于香

农－奈奎斯特采样定理中要求的采样频率对原始信号进行无损

地采样，同时保证信号能精确地恢复成原始信号，是信号处理

领域的一个重要研究方向［５］。

现有的基于压缩感知理论 （ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）
［６］进

行的信号重构工作主要有：文献 ［７］基于压缩采样匹配追踪

（ＣｏＳａＭＰ）算法建立了对压缩感知信道进行估计的新方法。

文献 ［８］对原子匹配迭代过程进行改进，其缺点是较传统的

正交匹配算法仍然具有较高的时间复杂度。文献 ［９］利用雷

达目标信号在多普勒域内的稀疏特征，由于其针对多普勒域，

因此，具有通用性不强的缺点。

上述工作均基于压缩感知的信号重构，具有重要意义，但

仍然存在如效率低、误差大以及时间复杂度大的问题，因此，

本文在上述工作的基础上，设计了一种基于改进压缩感知和改

进正交匹配算法的稀疏信号重构方法，具有重构精度高和时间

复杂度低的优点，实验证明了文中方法的有效性。

１　压缩感知模型

当信号为稀疏的或可压缩时，原始数据信号可以通过少量

信号精确恢复来重建，假设存在一个长度为 犖 的离散信号，

则该信号可以通过与一组标准正交基的线性组合表示，即：

犡＝∑
犖

犻＝１

α犻φ犻 （１）

式 （１）中，φ犻为列向量，是犖×犖矩阵Ψ＝［φ１，φ２，．．．，φ犖］中的
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列向量，α犻是原始信号犡在域Ψ上的等价表示，当α犻中大部分的

元素为０，而只有少部分元素不为０时，则α犻是稀疏的，当α犻中

仅有犓个元素不为０且犓≤犖，则称信号犡为犓稀疏的。

由于信号犡的稀疏性，因此，可以构造一个与变换基Ψ

不相关的测量矩阵，其满足有限等距性质 （ＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔ

ｒｉｃＰｒｏｐｅｒｔｙ，ＲＩＰ准则），即：

（１－δ犽）狕
２
２ ≤ 犃犫 ２

２ ≤ （１＋δ犽）狕
２
２

δ犽 ∈ （０，１｛ ）
（２）

　　选取犕（犕≤犖）个观测值构成犕×１的向量犢，并在接收端

通过观察向量犢来精确重建原始信号，上述过程可以描述为：

犢＝Φ犡 ＝ΦΨ犪 （３）

式中，Φ为犕×犖 的测量矩阵。

信号犡的重构可以描述为利用犕×１的观测值向量犢来重

构具有犖 个元素的信号犡 ，由于犕 ≤犖 ，因此，式 （２）是

欠定的，即具有多个满足条件的解，为了精确地对原始信号犡

进行重构，可以通过求解最小犾０ 范数来根据测量值重构信号：

α＝ａｒｇｍｉｎα ０

狊．狋．犢＝Φ犡 ＝｛ ΦΨα
（４）

式中，α ０ 为向量犪中非零元素的个数，因此求解最小犾０ 范

数是一个ＮＰ－ｈａｒｄ问题，根据最小犾０ 范数在一定程度上与最

小犾１ 范数具有等价性，将 （４）可以修改为：

α＝ａｒｇｍｉｎα １

狊．狋．犢＝Φ犡 ＝ΦΨ｛ α
（５）

　　从上述可知，压缩感知理论主要包含３个方面的问题即信

号的稀疏表示、设计满足ＲＩＰ条件约束的测量矩阵以及重构

算法的设计。而其中重构算法就是根据观测值和测量矩阵从低

维信号中最大程度地回复出原始的高维数据信号，因此，重构

算法是压缩感知模型最重要和最关键部分。

２　匹配追踪算法

匹配追踪算法是一类贪婪追踪算法，主要有：ＭＰ （Ｍａｔｃ

ｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＭＰ）算法
［１０］，正交匹配ＯＭＰ算法 （Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ

ＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＯＭＰ）算法
［１１］和正则化正交匹配追踪算法

（ＲｅｇｕｌａｒｉｚｅｄＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＲＯＭＰ）
［１２］。

ＭＰ算法的基本原理为在算法的每轮迭代中进行原子选择

和余量计算更新，选择测量矩阵Φ 中与余量内积绝对值最大

的原子作为匹配原子，实现原始信号的稀疏逼近并重新计算余

量，重复上述过程直到原始信号重构完毕。ＭＰ算法能在迭代

过程中保证余量与选择的匹配原子的正交，但不能保证余量与

原来选择的所有匹配原子正交，因此，需要较多的迭代次数才

能保证重构精度。

ＯＭＰ算法在 ＭＰ算法基础上对其进行改进，即在选取了

最匹配原子后，采用 Ｇｒａｍ－Ｓｃｈｍｉｄｔ正交方法对原子进行正

交化，然后将数据投影到所有已选正交原子上，得到数据信号

的分量和余量，其它过程均与 ＭＰ算法相同，但由于其不会重

复选择原子，在较少的迭次次数后就能有效重构原始图像，因

此，运行效率高于 ＭＰ算法。

ＲＯＭＰ算法从测量矩阵中挑选多个原子作为候选集，然

后从候选集中按照正则化原则挑选出匹配原子放入最终的支撑

集，，对于稀疏度为犓的信号，当余量与测量矩阵中原子的相

关系数为ρ∈犚
犕×１ ，将其中相关系数最大的犓 的原子作为候

选集犛，并分为若干组，对于犛中的任意一个分组犉 ，若犉

中任意的两个原子索引犻，犼∈ （１，犿），都满足：

狘ρ犻狘∈２狘ρ犼狘 （６）

　　则选择犛中具有最大能量的原子集犉 作为最终的候选集

Φ犉 ，并采用最小二乘法计算信号犡的逼近珡犡 以及对应的余量

狉，如下所示：

珡犡 ＝ａｒｇｍｉｎ狔－Φ犉犡 ２

狉＝狔－Φ犉珡｛ 犡
（７）

　　ＲＯＭＰ算法能保证最终支撑集中的原子能量大于其余未

选中的测量矩阵中的原子能量，在经过犓 次迭代就能较为精

确地对信号进行重构，其缺点是需要信号的稀疏度，否则会影

响重构质量。

３　改进的自适应正交匹配追踪算法

３１　改进的自适应正交匹配追踪算法原理

为了克服上述匹配追踪算法的不足，文中设计了一种改进

的自适应正交匹配追踪算法，其主要改进之处主要包含选择能

量最大且满足稀疏性的原子构成能量候选原子集、选择与余量

相关性最大的一些原子构成相关性候选原子集，将候选原子集

和相关性候选原子集的交集作为最重的支配集。

３２　犙犚分解选择能量候选原子集

采用ＱＲ分解根据原子能量选择能量候选原子集，借鉴

ＲＯＭＰ算法的正则化思想，采用 ＱＲ分解法来增大测量矩阵

的奇异值，从测量矩阵中选出能量最大且满足稀疏性的原子，

原信号犡，假设测量矩阵为犕×犖的Φ ，则原始信号犡在Ｎ

维空间运用ＱＲ分解法进行分解，如下所示：

Φ＝犚
犜
犙
犜 （８）

式中，矩阵犚中位于主对角线上的元素值远大于其它值，因

此，保留主对角线上的元素，将其他元素值设置为０，得到新

的矩阵，如下所示：

Φ′＝犚′
犜
犙
犜 （９）

式中，犚′为对角矩阵，当前的原子索引集为犉，且其主对角线

上每个元素值犚′犻犻 可以通过下式求取：

犚′犻犻 ＝
１

Φ′
犜（ΦΦ′）－１Φ槡 ′

（１０）

　　因此，在满足式 （２）所示的ＲＩＰ准则的前提下，则信号

在犾２ 范数下的精确稀疏解可以表示为：

犡′＝Φ′
犜（ΦΦ′）－１Φ′ （１１）

　　计算原始信号在各原子上势能：

Δ犈犻 ＝犈（犡１，．．．，犡犻，．．．，犡犿）－犈（犡１，．．．，犡犻′，．．．，犡犿）≈

λ狘犡犻－犡犻′狘 （１２）

　　按照下式样依次选择具有最大势能的原子φ犻 作为该轮选

中的原子，直到本轮选择的原子数达到犱倍原子总数。

犻＝ａｒｇｍａｘ
犻
Δ犈犻 （１３）

　　将每次选择的φ犻 加入到能量候选原子集中，即最终的能

量候选原子索引集犉犲 和能量候选原子集Φ犉
犲
为：

犉犲 ＝犉犲 ∪ ｛犻｝

Φ犉
犲
＝Φ犉

犲 ∪
｛φ犻｛ ｝

（１４）

３３　匹配相关候选原子集

相关候选原子集即选择与余量相关性较大的原子获得最终

的支撑集，通过设计匹配策略，即：

狘［狉，Φ犉
ρ
］狘≥犱ｍａｘ狘［狉，Φ］狘 （１５）

式中，Φ犉 为当前选择的原子集，犱为匹配因子，在迭代过程中
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行自适应地随着余量的变化而进行调整：

当余量收敛程度低于某一预设阀值狋犺１ 时，使犱随迭代次数

增加非线性下降，以增加最终支配集中原子的个数，如下所示：

犱犾＋１ ＝犱犾犲
犾 （１６）

　　当与余量差的收敛程度高于某阀值时狋犺２ ，为了防止原子

选择陷入局部最优值，使犱随迭代次数增加非线性增加，以防

止最终支配集中原子个数增长过快；

犱犾＋１ ＝ （１＋犱犾）犲
犾 （１７）

　　当选择出Φ犉
ρ
后，Φ犉

ρ
就作为当前的相关性候选原子集。

３４　支配原子集

当能量候选原子集和相关候选原子集都计算完毕后，就将

两者的交集作为最终的原子支配集，然后通过不断迭代，即采

用最小二乘法计算信号的估计值，在此基础上更新余量，直到

余量满足迭代终止条件。

文中改进算法的总体框架可以描述为图１所示。

图１　改进算法总体框架

４　算法描述

文中基于两次选择候选原子集的改进正交匹配算法可以定

义为：

算法 改进的自适应正交匹配追踪算法

初始化：余量初值狉０ ＝犡，犕×犖的测量矩阵Φ ，余量当

前值狉＝狉０＝犡，匹配因子犱的初值犱０（１＜犱０＜１），能量候

选原子索引集犉犲＝φ，能量候选原子集Φ犉犲 ＝φ
，相关候选原

子索引集犉ρ＝φ，相关候选原子集Φ犉ρ＝φ
，支配原子索引集

犉，支配原子集Φ犉 ，当前迭代次数犾＝１，余量收敛性阀值

狋犺，余量收敛程度阀值狋犺１ 和狋犺２ ；

（１）计算能量候选原子集：根据式 （１１）计算信号在 ＱＲ

分解下的稀疏表示，根据式 （１２）计算使该信号具有最大势能

的原子，并以犱为选择原子比例选择一定数目的原子，将其索

引加入到犉犾犲 ，从而能量候选原子集Φ犉犾
犲
；

（２）计算相关候选原子索引集：计算信号与各原子的内积，

并根据式 （１５）根据参数犱选择相关性较大的若干原子，将这些

原子的索引加入到集合犉犾ρ，从而得到相关候选原子集Φ犉犾
ρ
；

（３）取能量候选原子集和相关候选原子索引集的交集作为

支配原子索引集犉犾：

犉＝犉犲 ∩犉ρ （１８）

　　根据下式计算支配原子集Φ犉 ：

Φ犉犾 ＝Φ犉犾
犲 ∩Φ犉

犾

ρ
（１９）

　　 （４）根据式 （７）所示的最小二乘法计算原始信号的重构

值珡犡犾和对余量狉犾进行更新；

（５）判断余量狉是否满足收敛满足收敛性阀值狋犺，即判断：

狉 ２ ≤狋犺 （２０）

　　当上式成立时，重构信号已经满足要求，算法结束，输出

支配原子集Φ犉犾 和重构信号珡犡犾；

否则根据下式计算余量的收敛程度：

狌＝狘
狉犾＋１ ２－ 狉犾 ２

狉犾＋１ ２
狘

　　当狌≥狋犺２ ，采用式 （１６）对匹配因子犱进行更新；

反之，采用式 （１７）对匹配因子犱进行更新；

（６）当前迭代次数犾＝犾＋１，并返回 （２）继续迭代。

５　仿真实验

为了验证文中改进的自适应正交匹配追踪算法的优越性，在

Ｍａｔｌａｂ仿真环境
［１３］下进行实验，文中算法参数设置如下：信号压

缩比为１５，稀疏度设置为犓＝１５，，匹配因子犱的初值犱０＝０．１，

余量收敛性阀值狋犺＝０．０５，余量收敛程度阀值狋犺１＝０．３４和狋犺２＝

０．２１，采用文中方法对长度犖＝２００的一组语音信号进行重构，

原始信号和重构误差分别如图２和图３所示。

图２　语音原始信号

图３　余量误差２范数比较

从图２和图３可以看出，文中方法不仅具有较快的收敛速

度，同时具有较小的余量误差。ＲＯＭＰ算法中求得的余量误

差在迭代次数为２０次之后，就一直低于文中方法。这是由于

文中算法在支配原子集的选择过程中，选择与余量相关大同时

能量最大的原子，因此，能较为精确地对原始信号进行重构，

具有较少的重构误差，同时由于克服了ＲＯＭＰ算法的易于先

入局部最优的缺点，因此，收敛效果也更好。

将ＯＭＰ算法、ＲＯＭＰ、文献 ［７］、文献 ［８］和文中方法
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对应的峰值信噪比、余量误差２范数和运行时间进行比较，结

果如表１所示。

表１　不同算法重构结果比较

算法名称 峰值信噪比（ｄＢ） 余量误差２范数 运行时间（ｓ）

ＯＭＰ ２５．６５３ ０．１４２１ ３１．２４

ＲＯＭＰ ２６．７８４ ０．０９４３ １３．５３５

文献［７］ ２７．６７４ ０．０６３４ １０．５６４

文献［８］ ２９．４５４ ０．０５６３ ２４．３４４

文中方法 ３０．１２４ ０．０４３２ １４．２４１

从表１中可以看出，文中方法的重构性能最好，这表现在

文中方法具有最大的峰值信噪比和最小的余量误差２范数，由

于文中方法求取了两次候选子集，因此执行时间略长于

ＲＯＭＰ算法和文献 ［７］，综合上述，文中算法在具有较少运

行时间的同时能有最小的余量误差和最大的峰值信噪比，因

此，文中方法更优。

６　结论

为了有效和快速地对规模巨大的数据量进行处理，需要在对

信号进行压缩的基础上实现信号重构，为此，设计了一种基于压

缩感知理论和改进的自适应正交匹配算法的信号重构方法。通过

在信号重构阶段对候选原子集进行两次筛选，即选择具有最大能

量的候选原子集和具有最大相关性的原子集，并取两者的交集作

为最终的支配原子集，在此基础上通过重复迭代更新余量实现信

号的精确重构，仿真实验证明了文中方法能实现信号的精确重构，

具有较小的余量误差，较其他方法具有较大优越性。
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图５　海杂波预测数据相对误差图 （ＰＳＯ－ＳＶＭ）

５　结束语

海杂波具有混沌特性，而支持向量机算法能够有效地对混

沌序列进行回归预测。本文采用互信息法和改进的伪邻近点法

从雷达实测数据中提取海杂波混沌特性的延迟时间和嵌入维

数，再利用相空间重构得到ＳＶＭ训练样本，应用改进的ＰＳＯ

算法优化ＳＶＭ的参数，最终建立回归模型，并进行仿真实

验。仿真实验结果表明：回归模型预测海杂波是可行的，而

ＰＳＯ－ＳＶＭ法预测海杂波能进一步提高预测精度。
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